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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Déterminant d'une matrice carrée

Le résultat fondamental est le suivant :
e N

Proposition-Définition
Il existe une unique application de .#,(K) dans K, appelée
déterminant, et notée det qui soit :
e linéaire par rapport a chacune des colonnes; (n-linéarité)
e ['‘échange de deux colonnes change la valeur de I'application en
son opposé; (anti-symétrie)
e ['image de la matrice identité I, vaut 1.

et si une application f : #,(K) — K, satisfait au deux premier points,
alors AN e K, f = \ - det.
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Déterminant d’'une matrice carrée ion et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

Démonstration. On I'admettra; ses grandes lignes procédent ainsi :
L’ensemble des applications de .#,(K) dans K linéaires par rapport a chaque colonne est un
espace vectoriel (appelé espace des formes n-linéaires).

Le sous-ensemble des formes n linéaires constituées de celles vérifiant la deuxiéme propriété est
un sous-espace vectoriel de dimension 1 (appelées forme n-linéaires anti-symétriques).

L'image de la matrice identité par une forme n-linéaire anti-symétrique non nulle est non nulle.
u

On note det(A) le déterminant de A.
ail1 -t din ai,1  ct din
SiA= : : ¢ |, on note det(A) =

an,1 dn,n dan,1 an,n

)

Remarque. |l existe une formule explicite du déterminant d'une matrice en
fonction de ses coefficients. Mais elle est hors programme (et ni trés digeste ni
trés utile).
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

Remarque. En dimension 2 et 3, le déterminant admet une interprétation
géométrique claire : sa valeurs absolue est I'aire/volume d'un
parallélogramme/parallélépipéde dont les cotés sont données par les 2/3
matrices colonnes. Son signe est positif/négatif selon que les cotés sont
énumeérées dans le sens direct ou indirect.
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Déteminant d’'une matrice diagonale

Proposition
Le déterminant d'une matrice diagonale est égal au produit de ses
coefficients diagonaux

Démonstration. Une matrice diagonale Diag(ai, a2, ..., a,) s'obtient a partir de la matrice I,
en multipliant sa premiére colonne par le scalaire a;, la deuxiéme par az,..., la derniére par a,.
Puisque det(/,) = 1, par n-linéarité, det(Diag (a1, az,...,an)) = a1 X az X +--ap. ]

Remarque. Attention : le déterminant est n-linéaire sur les colonnes de la
matrice; mais ce n'est pas une application linéaire! En général

det(A+ B) # det(A) + det(B) et det(M\.A) # \.det(A). Par exemple
det(/, + 1) = det(2.1,) = 2" # det(/,) + det(/,) = 2.
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Propriétés fondamentales

Propriété
Soit M € Mn(K)

Si une colonne (ou une ligne) de M est nulle, alors det(M) = 0.
Si deux colonnes (ou deux lignes) de M sont égales, alors
det(M) = 0.

Si M’ est une matrice déduite de M par I'échange de deux
colonnes (ou de deux lignes ), alors det (M") = —det(M)

Si M’ est une matrice déduite de M en multipliant une colonne
(ou une ligne) par un scalaire X\, alors det (M") = X -det(M)

Si M’ est une matrice déduite de M en ajoutant dans une colonne
(respectivement : une ligne) une combinaison linéaire des autres
colonnes (respectivement : lignes), alors det (M) = det(M).
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Déterminant d’'une matrice carrée D ion et propt lémentaires

Calcul de déterminant

Démonstration. On les démontre d'abord pour les lignes; que ¢a reste vrai pour les colonnes
découlera du théoréme 4.

Ecrivons une matrice M sous la forme M = (Cy|-++|Ci|--+|C) ot Cq, ..., C, désigne les colonne
de M.

La premiére découle de la linéarité par rapport a chaque colonne : si la colonne i est nulle :
det((Ca|-++|On,a|-+|Cn) = det((Ca|+|0.Ci|--+|Cp) = 0 x det((Cal--+| Ci|-+|Cn) = 0.

Le deuxiéme point découle de I'anti-symétrie : supposons que les colonne i et j soient égales,
alors en les échangeant :

det((Cal-+|Cil+|G-+ICy) = —det((Cal-+{Cil-{ G-+ Cr) — det(Cal-+|G-+ICil-+|Ca) =0

La troisiéme n'est que |'anti-symétrie, et le quatriéme découle de la n-linéarité.

Pour le dernier point : par n-linéarité, et avec le deuxiéme point :

det(Cal-+[Ci + X Gl--{Gl+1C,) = det(Cal+G--{Gl+[Cy) + A det(Cal+{ G| Gil+1C,)

=0

- det(Cal-+{GilIGjl1Cy)

en répétant le méme argument, ajouter 3 une colonne une combinaison linéaire des autres
colonnes ne change pas le déterminant.
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Propriétés algébriques

Propriété
Pour toute matrices A, B € .#4,(KK) et pour tout scalaire a € K :
o det(aA) = a"det(A).
o det(AB) =det(A) x det(B).
o A est inversible si et seulement si det(A) + 0, et, dans ce cas,

1

det (A™) = A

e Si A et B sont deux matrices semblables alors det A = det B.

\. J/

Démonstration. On utilise la méme notation que dans la preuve précédente en notant
A = (Cy|+|CGi|-++|Cy). Premier point : par n-linéarité :
det(a.A) = det(a. G|+ |a. Gi|-|a. Cp) = v x ++ x v x det(Cq|-++| Gi-++| Cp)
—_—
n termes

= a" x det(Cq|-+|Ci|-++|Cy) = " det(A)
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

Second point : L'application B — det(AB) est n-linéaire par rapport a chacune de ses
colonnes et I'échange de deux colonnes change sa valeur en son opposé. Puisque I'image de /,
vaut le scalaire det(A), on a alors det(AB) = det(A) - det(B).

Troisiéme point : si A n'est pas inversible alors I'une de ses lignes est combinaison linéaire de
toutes les autres, et donc det(A) = 0. Réciproquement supposons A inversible. On a

det(A) x det(A™?) =det(Ax A} =det(l,) =1 = det(A™?) = 5 tl(A)
€
Dernier point : Si B = P"*AP alors
det(B) = det(P™*) x det(A) x det(P) = 1 x det(P) x det(A) = det(A). n
det(P)
Théoreme
Soit M € #,(K),
det(M") = det(M).

Démonstration. Admis. n

Remarque. Le déterminant vérifie donc les méme propriétés vis-a-vis de ses
lignes que de ses colonnes.
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Calcul de déterminant

Proposition
(Opérations élémentaires) Les opérations élémentaires sur les lignes ou
colonnes de la matrice, ont ['effet suivant sur le déterminant :

Soit Ae Mn(K), i,je[l,n], i+j, et xeK.
o Les opérations Lj < Li + A\Lj ou C; < C; + AC; ne changent pas le
déterminant.

e Les opérations L; < \L; ou C; < \C; multiplient le dét. par \.

o Les opérations Lj < Lj ou C; < C; multiplient le dét. par —1.

\_ J
Démonstration. Découlent directement de la propriété 2. [ ]
0 0 1 0010
Exemple. | 0 1 0| =7 : =7
10 0 01 0 O
1 0 0 O

PC - ENCPB Chapitre 6 : Algebre linéaire : Déterminants



Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Déterminant d'une matrice triangulaire

Proposition
Une matrice triangulaire a pour déterminant le produit de ses termes
sur la diagonale.

Démonstration. On la fait pour une triangulaire supérieure ; par transposition le résultat
demeure vrai pour une triangulaire inférieure.

La matrice n'est pas inversible ssi elle a un 0 sur sa diagonale, et dans ce cas son déterminant
est nul (proposition 3). La conclusion est donc vérifiée dans ce cas.

Sinon, I'application du pivot de Gauss permet de la changer en une matrice diagonale en
n'appliquant que des opérations élémentaires de la forme L; < L; + A\L; avec i < j; ces
opérations ne changent ni les termes sur la diagonale, ni le déterminant. Avec la proposition 1
on obtient la conclusion. [ ]
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

En particulier on obtient une méthode générale de calcul du déterminant en
appliquant 'algorithme du pivot de Gauss : soit M = (m;j)1<i j<n-

-
Calcul du déterminant par pivot de Gauss

det =1 (initialisation)
Pour j variantdelan-1:
S'il existe i > j tel que m;; #0 :
Si mj ;= 0:
LieL;
det « —det
Pour i variantde j+1a n:
Li < L;— mi’j: Lj

mj

Sinon :
det < 0O et sortir
det < det xmj ;
det < det xmy

PC - ENCPB Chapitre 6 : Algebre linéaire : Déterminants



Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

e “
1 4 2
Exercice. Calculer | 1 5 1 | en la rendant triangulaire.
3 6 3
\ y,
Résolution.
1 4 2 1 4 2 1 4 2
1 5 1 LD 0 1 -1 = 01 -11|=-9
3 6 3|25 0 -6 -3 |20 0 -9
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Développement par rapport a une ligne/colonne

Théoreme

Soit A= (aj ;) € M(K)

Pour tous i,j € [1,n], on note A;j le déterminant de la matrice
obtenue en enlevant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

e Soit ig € [[1,n] ; alors :

det(A) = Z(—l)i°+kxa;0,k xAjy .« (développement par rapport a la ligne io)
k=1
e Soit jo € [1,n] ; alors :

n .
det(A) = Z(—l)k+‘,°><ak,jo><Ak,jo (développement par rapport a la col. jo)
k=1

. J/

Démonstration. Admis. [ ]
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

En particulier :

N
Déterminant d’une matrice 2 x 2 :
a b
d =ad - bc
_ J
e a
Exercice. Calculer :
0 2 1 50 od G
Di={2 3 0 i Dy =
11 1 1 -3 5 0
3 0 1 3
§ J
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

Résolution.
e Calcul de D1 : on décompose par rapport a la premiére colonne :

21
30

2
1

1

1 +1x

Dy =0-2x ‘:—2><1+1><(—3):—5

e Calcul de D : on décompose par rapport a la deuxiéme ligne :

5 2 4 |5 0 4
Dr=-0+1x[1 5 0|-1x|l -3 0|+0
3 .13 |30 3
5 0 |2 4 .. |2 4 . |3 0 1 -3
=% 3H—1 3‘*‘”’5 o“5 ‘o 3+0‘4‘3 0‘

=5x15-10-3x20+5x9-4x9=14
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Définition et propriétés élémentaires

Déterminant d’une matrice carrée
Calcul de déterminant

Reégle de Sarrus

Le déterminant d'une matrice 3 x 3 admet aussi une formule explicite : c'est la

régle de Sarrus :
~

Régle de Sarrus

di1  adi12 a3
dz1 a2 a3
d31 as32 as3

=3d11°a22°a33 +3d12°3d23a31 +adi3z - adz a3z

—a31-822°4d13 — da32- 4823411 — 433 - d21 412

\_ J
Démonstration. En décomposant le long de la premiére ligne :
a1 a1z a3
_ azz azs azi azs3 az1 azz
a21 d22  ad23| =ai1- —a1z2- +ai3
asz ass asi ass3 asi asz
431 as32 as3
=311°3822°3833 — d11 43234332 — 312321333 +312°323°331 + 313321332 — d13 322331
=311°d22°3d33 + 312323331 + 3133213832 331 °322°313 — 332323311 — 433 " d21°d12
]
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires
Calcul de déterminant

Déterminant d'une matrice triangulaire par bloc

La formule du déterminant d'une matrice triangulaire se généralise aux matrices
triangulaires par blocs.

4 )
Théoréme

A | B

Soit M = e M,(K) oo Ae #,(K), Be Mpnp(K),
o|C

C € Mn-p,n—p(K) et O est la matrice nulle de M,—p»(K). Alors :

det(M) = det(A) x det(C).
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

M = (%‘%) ¢ Mo(K) oti A € My(K), B € Myrp(K), C e

Mo—p,n-p(K) et O est la matrice nulle de M, p(K).

det(M) = det(A) x det(C).

Démonstration. Par produit de matrices par bloc, M = PQ ou

[} Op.n- A B
i ( y e ) Q ) ( ) '
On—p.p c On—p,p | In-p

En décomposant P le long de la premiére colonne :

/ Op,n— Ip— Op-1,n-
det(P) = u il |=1><| b1 | Oy |=---=det(C)
Orpp | C | | Onppr | <€ |
En décomposant Q le long de la derniére ligne :
A B A B’
det(Q) = | =(-1)*"x = - = det(A)
Onfpyp Infp l Onfpfl,p /nfpfl
Donc det(M) = det(P) x det(Q) = det(A) x det(C). n
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

Exemple. A connaitre : Déterminant de Vandermonde.

N
Soit (a1, az2,...,an) € K" une famille de scalaires deux a deux distincts
(i#+j = ai # a;). La matrice de Vandermonde V/(a1, a2, ...,an) est
la matrice :

1 a a2 =
2 n-1
ar a 000 a
V(ai,a2,...,an) = ; 2 2: e Mn(K)
1 a, a2 ant
\ J

Calculons son déterminant :
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

On applique successivement les opérations élémentaires sur les colonnes, en
partant de la derniére 3 la premiére :

G+G-a1-Ca ;  ; GeG-a-G ; G+«G-a-G
ce faisant on ne change pas le déterminant (proposition 5). On obtient la
matrice :

1 0 0 0
1 a-a1 ax(ax-a1) - ay2(ax—a1)
1 as-a1 an(an—a1) - ay2(an—a1)
puis I'on décompose le déterminant selon la premiére ligne :
a-a1 axa-a1) - ay(az-a1)
det(V(a1,a2,...,an)) = det : :
an—a1 an(an-a1) - ag_z(an—al)

On voit apparaitre que sur la matrice obtenu, se factorise (a2 — a1) sur la
premiére ligne, (a3 — a1) sur la deuxiéme, ..., (a, — a1) sur la derniére. D’aprés
la propriété 2 :

n 1 a» ag_z
det(V(a1,a2,...,an)) = [[(aj — a1) x det :
j=2 1 a, - a2

n
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Déterminant d’une matrice carrée

Calcul de déterminant

Le déterminant de VanderMonde est :

1 a a2 - aft
2 n—1
1 a a - a;
g : : : | T H (3 - a)
I : : 1<i<j<n
1 a, a2 - at
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Déterminant d’'une matrice carrée Définition et propriétés élémentaires

Calcul de déterminant

Observons le lien avec le polyndme d'interpolation de Lagrange : Déterminer un
polynéme P dans K,_1[X] qui interpole le nuage de points ((aj, bi))1<i<n
équivaut en posant P = 3770 xk - X* a résoudre le systéme linéaire d'inconnues
(x0,X1,...,Xn-1), coefficients de P :

Xo+ X1 a1 +X a3+ +Xp1-a7 L =bt
Xo+X1-32+X2-a§+-~-+Xn71-3571 = by
2 n-1 )

Xo+Xi1:-ap+Xe-a,++Xp-1-2a, = by

1 a a8 - ait Xo by

1 a a§ aékl X1 b

A and . . . . X = .

1 a, a2 - at Xn-1 bn

Puisque lorsque les (ai)1<i<n sont deux a deux distincts, le déterminant de la
matrice du systéme, qui n'est rien d'autre qu'un déterminant de Vandermonde,
est non nul, on retrouve qu'il existe un unique polynéme interpolateur dans
Kn-1[X] d'un nuage de n points (voir chapitre 6.B).

Lorsque les (a;)1<i<n Ne sont pas deux & deux distincts le déterminant est nul
(car deux lignes identiques) est il existe alors 0 ou une infinité de tels
polyndmes interpolateurs.

PC - ENCPB Chapitre 6 : Algebre linéaire : Déterminants



Déterminant d’une famille de n vecteurs d’un ev de dim n.
Extension de la notion de déterminant Déterminant d’'un endomorphisme

Déterminant d'une famille de n vecteurs d'un ev de dim n.

Définition

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n>1, B = (e, €p)
une base de E et (x1,--,x,) € E" une famille de n vecteurs de E. On
appelle déterminant dans la base B de la famille (x1,--+,x»), noté

detp (x1,::-, xn), le déterminant de la matrice P dont les colonnes sont
constituées des coordonnées des vecteurs x; dans la base B.

.

Remarque. Attention le déterminant d'une famille de vecteurs dépend de la
base B choisie.
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Déterminant d’une famille de n vecteurs d’un ev de dim n.

Extension de la notion de déterminant Déterminant d’'un endomorphisme

Exercice. Soit E = R,[X], B la base canonique, h
B'=(1,2X+1,X>+ X +1).
Obtenir le déterminant dans chacune des deux bases de la famille
(X+1,X-1,X?+3X +1).

J

Résolution.

Dans la base canonique B :

1 -1 1
dets (X +1,X-1,X*+3X+1)=|1 1 3|=1-(-1)=2
0 0 1
Dans la base B’ :
12 -3/2 -1
dety (X +1,X-1,X*+3X+1)=|1/2 1/2 1|=1/4-(-3/4)=1
0 0 1
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Déterminant d’une famille de n vecteurs d’un ev de dim n.

Extension de la notion de déterminant Déterminant d’'un endomorphisme

Théoreme
(Caractérisation des bases)

Soit B une base de E, et B’ une famille de n vecteurs de E,
B’ est une base de E si et seulement si dets (B') # 0.

Démonstration. La famille étant constituée de n vecteurs, elle forme une base ssi elle est de
rang n, ssi la matrice P est inversible, ssi det(P) = detg (B') +0. ]

-
Exercice. En notant (er,es,e3) la base canonique de R?, la famille
F=(e1+e3,e+e3,—e1 + e + e3) est-elle une base de R*?

- J

Résolution.

On applique la caractérisation des bases :

1 0 -1
detg(F)=10 1 1|=1-((-1)+1)=1+#0
1 1 1

Oui c'est une base.
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Déterminant d’une famille de n vecteurs d’un ev de dim n.

Extension de la notion de déterminant Déterminant d’'un endomorphisme

Remarque. Orientation d'un espace vectoriel réel.

Soit E un R-espace vectoriel sur de dimension n> 1, et B = (e1, -, €,) une base
de E; orienter E, c'est choisir un des deux ensembles {B’ ¢ E", dets (B') > 0}
et {B € E", detg (B') <0}, qu'on appelle ensemble des bases directes, 'autre
étant appelé ensemble des bases indirectes.

On a alors, si By est une base directe, et B2 une base quelconque de E, B> est
directe si et seulement si detg, (B2) > 0.
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Déterminant d’une famille de n vecteurs d’un ev de dim n.
Extension de la notion de déterminant Déterminant d’un endomorphisme

Déterminant d'un endomorphisme

Proposition-Définition
Soit E un K- espace vectoriel de dimension n> 1, B = (e1,, ) une
base de E, et ue £(E). Alors le scalaire det(Matg(u)) ne dépend pas
de la base B choisie, il est appelé déterminant de I'endomorphisme u et
noté det(u).

\ J

Remarque. On notera en particulier que det (idg) = 1.

Démonstration. Soit B et 13 deux bases, on sait que M = P"*MP ot P = Pg_ 5 M= Matgz(u)
et M = Mat5(u) d’ots det(M) = det (P™) x det M x det P = det M. [
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Déterminant d’une famille de n vecteurs d'un ev de dim n.

Extension de la notion de déterminant Déterminant d’un endomorphisme

( )
Propriété
Soient u,ve L(E) etaeK :
o det(au) = a"det(u).
o det(vou) =det(v)det(u)
e uest inversib/elsi et seulement si det(u) # 0, et, dans ce cas :
-1
det(u ) = m
. J
Démonstration. Découle de la propriété 3 et des propriétés de la représentation matricielle
[

d’'un endomorphisme (cf. Chap. 6.B).

Exemple. Quel est le déterminant de la symétrie de E par F parallélement 3 G ?
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