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Introduction

La théorie de I'intégration trouve son origine dans les calculs d'aire et de
volume. Suite aux travaux de Pascal, Leibniz et Newton (17¢ siécle) est née la
théorie du calcul différentiel et intégral. L'intégration y est 'opération « inverse
» de la dérivation (primitive).

C'est le point de vue du programme des lycées on I'intégrale d'une fonction
continue (ou dérivable) est définie au moyen d'une primitive. Si on se place du
point de vue du calcul d’aire (ou de son équivalent algébrique, linéarité,
Chasles, etc.), I'espace des fonctions continues peut paraitre un peu limité.

Dans notre programme, nous intégrons des fonctions continues par morceaux,
utiles notamment pour les transformées de Fourier (fin 18%, traitement du
signal etc.) et suivons la démarche de Riemann (19° siécle).

Des résultats puissants d'interversion entre lim et [ furent démontrés dans un
cadre trés général par Lebesgue (début 20°), nous verrons plus tard quelques
applications de ces théorémes dans le cadre des intégrales a paramétres.
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Limite d'une fonction a valeur complexe

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C. [ désigne un intervalle non vide et
non réduit a un point, et a un point de / ou une borne de / (finie ou infinie).

e ~
Définition
Soit f: 1 — C et £ € C. On dit que f a pour limite ¢ lorsque x tend
vers a, que l'on note : limf(x)=¢ ou limf=~{si:
o lorsque a€R :

Ve>0, dJa>0, Vxel, [x—al<sa = |f(x) - <e
e lorsque a = +oo :

Ve>0, IM>0, Vxel, x>M = |f(x) -/ <e

e Jorsque a = -0 :
Ve>0, IM>0, Vxel, x<-M — |f(x) - {|<e
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Remarques.

e Comme dans le cas d’une fonction réelle, on définit aussi lorsque a€ C la
limite a gauche/droite en a: lim f(x) =/ et lim f(x)=¢. On a encore la
X—a~ X—>a

caractérisation attendue :

Siael:limf={ < I|mf—||mf f(a)=¢

Siagl:limf={ < limf=limf=/(

e Lorsqu'’elle existe la limite est unique. (La preuve est identique au cas réel).
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

-
Propriété

Sous les mémes hypothéses; en notant :

Prérequis

Re(f): | — R Im(f): I — R
x +—  Re(f(x)) x +— Im(f(x))
IXi_r:r: Re(f) = Re(¢)
Iiinf:€<:> et
o lim Im(f) = Im(¢)

\. J/

Démonstration. (Esquisse) Le sens direct découle de max(|Re(z)],|Im(z)|) < |z| :
[Re(F)(x) - Re(O)[ < [f(x) — €] et [Im(F)(x) - Im(O)| <|f(x) - €|
Le sens réciproque découle facilement de I'inégalité triangulaire :

[£0) = £] = |Re(F) (x) = Re(£) +i(Im(f)(x) - Im(£))]
<|Re(f)(x) = Re(£)| + [Im(f)(x) = Im(£)]
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un seg

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Continuité d'une fonction a valeurs complexes

Définition
Soit f:l — C;
o f est continue en ac |l silimf(x) =1f(a).

o f est continue sur | si f est continue en tout point de I.

Remarque. Comme dans le cas réel, les opérations usuelles, combinaison
linéaire, produit, quotient, préservent la continuité. (Preuves identiques au cas
réel).
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. . Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Prérequis - .
Subdivision d’un segment
Fonctions en escalier
Fonctions continues par morceaux

Subdivision d'un segment

Définition

Soit [a, b] un segment; une subdivision du segment [a, b] est une suite

finie (xi)ie[o,n d'éléments de [a, b] strictement croissante vérifiant :
a=xo<x1<--<Xp=b

Définition
Avec les mémes notations, si en outre, la suite (x;) est arithmétique,
c'est-a-dire :
Ir>0, Vie[[0,n—1]], Xjs1 —x;i = r
alors la subdivision (x;)ie[o,, du segment [a, b] est dite réguliére. Le

pas de la subdivision est alors : r = 22

En particulier, Vi € [[0,n]], x; =a+ix
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Fonctions en escalier

Définition
Une fonction ¢ : [a, b] — K est dite en escalier si il existe une
subdivision (ao = a, ..., a, = b) de l'intervalle [a, b], telle que :

Vie [[0, n-— 1]], (p\]ai73i+1[ = CSte = k,‘

une telle subdivision est appelée une subdivision subordonnée (ou
adaptée) a .

& J
P
| |
’ I | o—
! [ S I
| I | I
— | ¢ | |
| | | | | |
| — | | |
| | | | | |
* | | | | |
| | | | | |
| [ | | |
| [ | | |
apg=a ay a as as as=b
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Remarque. Une subdivision subordonnée a une fonction en escalier ¢ n’est pas
unique : donnée une subdivision (x;), continuer a subdiviser les intervalles

[xi, xi+1] donnera une autre subdivision subordonnée a ¢.

Mais il en existe une seule (de cardinal) minimal(e) : celle pour laquelle les
valeurs prises par ¢ en |xi—1, xi[, X; et |x;, xi+1[ sont partout différentes. Cette
subdivision minimale est une suite extraite commune a toutes les subdivisions
subordonnées a ¢.

Propriété
Combinaisons linéaires et produit de deux fonctions ¢, 1 : [a,b] — K
en escaliers, sont aussi des fonctions en escaliers.

Démonstration. (Esquisse) On peut toujours prendre une subdivision subordonnée a la fois a
¢ et a ¢ : & partir de deux subdivisions de [a, b] subordonnées rspectivement a ¢ et v,
considérer la subdivision de [a, b] dont les éléments en sont réunion.

Il est alors clair que sur chaque intervalle de ]x;, x;+1[ de cette subdivision commune, A + p1)
et ¢ x 1 sont constantes. ]
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Fonctions continues par morceaux

Définition

(Fonction continue par morceaux sur un segment)

Une fonction f : [a,b] — K est continue par morceaux sur [a, b] si
elle est continue sauf en un nombre fini de points en lesquels elle admet
des limites a droite et a gauche finies.

On note %pm([a, b],K) I'ensemble des fonctions continues par

morceaux sur [a, b] et a valeurs dans K.
\ J

Exemples.
‘\_/)\‘

a ‘ b
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

e La fonction partie entiére x — | x| est continue par morceaux sur tout
intervalle [a, b].

. = six#0 .
e La fonction x — { x n'est pas continue par morceaux sur [a, b]
0 sinon
lorsque a <0 < b car ses limites a droite et & gauche en 0 sont infinies.

-
Définition

(Fonction continue par morceaux sur un intervalle)

Une fonction f : | — K est continue par morceaux si elle est continue
par morceaux sur tout segment [a, b] dans I.

On note 6,m(l,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur
| et a valeurs dans K.
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Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes
Subdivision d’un segment

Fonctions en escalier

Fonctions continues par morceaux

Prérequis

Propriété
Soit f: | — C; f est continue par morceaux ssi Re(f): | — R et

Im(f): 1 — R le sont.
\ J

Démonstration. (Esquisse) Découle de la propriété 1.

e )

Propriété
Combinaisons linéaires et produit de deux fonctions f, g: | — K
continues par morceaux, sont aussi des fonctions continues par

morceaux.
. J

Démonstration. Soit [a, b] c | un segment et soit D la réunion des points de discontinuité de
f et de g; D est fini et \f + uf ainsi que f x g sont continues en tout point de / \ D. En tout
point de D Af + uf et f x g admettent une limite 3 droite/gauche finie. [ ]
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Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment)

Intégrale d’une fonction en escalier
Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Intégrale d'une fonction continue par morceaux

La construction de I'intégrale d'une fonction continue/continue par morceaux
doit étre vue, mais n'est pas exigible.

s A
Définition
(Intégrale d’une fonction en escalier)
Soit ¢ : [a, b] - K une fonction en escalier, et soit une subdivision
(a0 =a,...,an = b) de l'intervalle [a, b] subordonnée a ¢ :
Vi, Phaanal = C™ = ki
On définit alors I'intégrale de ¢ :
b b n-1
f ‘P:f gazf sO(t)dt:Z(a,-ﬂ—a,-)xk,- ceK
[a,b] a a iz0
Ce nombre est indépendant du choix de la subdivision adaptée a .
S J
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Intégrale d’une fonction en escalier
Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment)

Exemple. La fonction partie entiére x —> | x| est une fonction en escalier.

4
fo lt]dt=0x1+1x1+2x1+3x1 31 y=1af —
-6 o1 —
n n—-1
f[tjdtszxl 1+ —
0 k=0
-1 0 y | | |
:7,7(”2 ) o 1 2 3 4

Remarque. Interprétation géométrique : lorsque K = R, c'est I'aire "algébrique"
délimitée entre la courbe de ¢ et |'axe des abscisses; "algébrique" car elle peut
prendre des valeurs négatives.
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Intégrale d’une fonction en escalier
Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment)

Propriété
Soient v, des fonctions en escalier.
° ¢ ne dépend pas des valeurs prises par ¢ en ses points de
d/[;élgntinuité.

e Sip et 1 sont deux applications en escaliers de [a, b] sur K ne

différant qu’en un nombre fini de points alors f p= )
[a,b] [a,b]
o Linéarité : f (g + ) = A/ orp | v
[a,b] [a,b] [a,b]
e Croissance : siK =R et p <1 alors f P < P
[a,b] [a,b]
o Inégalité triangulaire : ’f ol < f o]
[a,b] [a,b]
e Relation de Chasles : f P+ / p= %)
[a,c] [e,b] [a,b]

\ Y,
Démonstration. (Esquisse) Toutes découlent rapidement de la définition, ]
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Intégrale d’une fonction en escalier

Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment) Intéarale d'une fanction cantimue par morceaux

Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Théoreme
Soit f € €om([a, b],R) ; pour tout € > 0 il existe deux fonctions en
escaliers p,1 : [a,b] — R telles que :

p<f<Y et Y-p<eE

\. J
Démonstration. Admis. [ ]
r

Proposition-Définition
Soit f € €om([a, b],R) ; alors

sup {fabcp | @ en escalier et p < f} et inf {fabw ‘ 1 en escalier et f < 1/1}
existent et sont égaux. Ce nombre est appelé intégrale de f sur [a, b]

et noté
f f—fbf(t)dt—fbf
[a,b] a a ’
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Intégrale d’une fonction en escalier
Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment)

Démonstration. (Non exigible). Puisque f € €,n([a, b],R), f est bornée donc majorée, disons
par M.

Soit ¢ en escalier telle que ¢ < f alors ¢ < M, donc [b <M(b-a), donc

{fbga | ¢ en escalier et ¢ < f} est majoré, donc le sup existe, notons le I” ; par le méme
argument f est minorée et |nf{fa 1 | ¢ en escalier et f <1} existe, notons le I* ; clairement
I" <I'. D’aprés le théoréme précédent, pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢
et 9 telles que ¢ < F <Y et ¢ —p <€ donc P — ¢ est en escalier, fab(’z/) —¢)<e(b-a)et
fabga < fab 7. On a donc : f p<I ettt g fabw et donc par linéarité 0 < I" - 1" < e(b-a)
pour tout € >0; donc I* =1". ]

Remarque Interprétation géométrique lorsque K =R :
/ f est 'aire algébrique du domaine délimité par la courbe de f, I'axe des
abscisses et les droites verticales x = a et x = b.
e ™
Définition
(Extension aux fonctions complexes)

Soit f : [a,b] — C continue par morceaux. On définit :

JEf= [P Re(f) +1 [ Im(f).
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Intégrale d’une fonction en escalier

Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment) Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Remarque. Bien siir, €°([a, b],K) c Gom([a, b],K), aussi lorsque
f:[a, b] — K est continue, on retrouve la définition de fab f.

On peut aussi définir I'intégrale d'une fonction continue par morceau, a l'aide
de I'intégrale d'une fonction continue :
e )

Proposition-Définition

Soit f € €om([a, b],K) et soient xo < x1 < -+ < X, Ses points de

discontinuité.

Pour tout i € [0, n - 1]] on définit I'application f; : x;, xi+1] — K par :
f(x) Si X < X < Xjp1

fi(x) = { o FO0) - six=x

lim f(x) six=x1
X=X,
i+1

Alors f; est continue sur [x;, xi+1], et on définit :

ﬁfm“—Z[ fi(t)dt |
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Intégrale d’une fon en escalier

Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment) Intéarale d'une fanction cantimue par morceaux

Démonstration. (Esquisse) Découle de la relation de Chasles (appliquée aux points de
discontinuité) et au fait que changer la valeur de la fonction en un nombre fini de points ne

change pas son intégrale. (Voir paragraphe suivant). [ ]
( )

Définition

Inversion des bornes

Soit f € €pm([a, b],K). On définit :

a b a
ff:—ff et ff=0.
b a a

\_ J

isions et compléments
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Propriétés générales

Valeur moyenne d’une fonction
Propriétés Sommes de Riemann

-
Propriété

Soient f,g : | — K des fonctions c.p.m. et soient a,b,c €l :

f f ne dépend pas des valeurs prises par f en ses points de

discontinuité et si f et g ne différent qu'en un nombre fini de

points alors f f= f g
b b b
. Linéarité:[ ()\f+,ug):)\f f+uf g

e Positivité : siK=R, a<betf> Oa/orsf f>

e Croissance : siK =R, a< < g alors / / g

b
o Inégalité triangulaire : sia<b :

b c c
e Relation de Chasles : f f+ / f= f f
a b a

, . N L N . L
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

Propriété
b
Si fe‘fo([a,b],l&), alors f f=0 = f=0.

Démonstration. Montrons la contraposée : si f # 0 alors il existe c € [a, b] tel que f(c) > 0.
Puisque f est continue, on peut supposer c €]a, b[ et de lim. f = f(c), par définition, en posant
e= @ >0, on obtient 3 >0, |x—c|<a == |f(x) - f(c)|<e et donc en posant

c1 =max(a,c—a)<cetca=min(b,c+a)>c:

f f
c-—a<as<x<a<sc+a — f(x);f(c)—%:%>0

D’aprés la relation de Chasles, et par positivité et croissance de l'intégrale :

b b
ff:/cln fczf +[ f>0
a a Cl Cz
S—— —— ——
>0 (o) >0
2(ca—c1) 5~ >0
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction
Propriétés Sommes de Riemann

Valeur moyenne d'une fonction

N

Propriété

Soit f € €om([a, b],R) ; si pour tout x € [a, b], m< f(x) <M alors :

m(b-a) < f f<M(b-a)
[a,b]
J

Démonstration. |l suffit d’appliquer la croissance de I'intégrale a m< f < M.
s ™

Définition

(Valeur moyenne)

Soit f € €pm([a, b],R) ; la valeur moyenne de f sur [a, b] est :

1
b-a f[a,b] f

S J
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

Pour une fonction continue, la valeur moyenne est une valeur atteinte par la
fonction sur l'intervalle [a, b].

e p

Propriété

Si f € °([a, b],R), alors sa valeur moyenne - f[a,b] f est atteinte

par f sur [a, b]

e iy, ) = i S f

\. J
Démonstration. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, f([a, b]) = [m, M]; d'aprés le
T.V.I. et la propriété 9, 3c € [a, b], f(c) = if[a,b] f. -

Chapitre 3 : Intégrati

sur un segmen

évisions et compléments



Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction
Propriétés Sommes de Riemann

Sommes de Riemann

Définition
Soient f € €°([a, b],R), et ne N*. On appelle
somme de Riemann de f d’ordre n le réel :

Z; (a+k(b a))

Sn(f) =

.

Remarque. Interprétation géométrique.
On découpe le domaine [a, b] sur une subdivision réguliére (ak)efo,n €n n
segments. Chaque segment [ax, ak+1] a pour longueur ?. Si on somme les

aires de tous les rectangles de base [ax, ax+1] et de hauteur :
— f(ak) : on obtient la premiére somme de Riemann :

_ n—-1 _ _ n—-1
b a><Z:f(a-+—k><b a):b afo(ak)
n n pr

n k=0
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

— f(ak+1) : on obtient la deuxiéme somme de Riemann :

n k=1

— _ _ n—-1 _ n
2y (avhnt "”):b %S F(aken) = 22 3 (an)
n n k=0 n k=1

o)

|
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
1 1 1 1 1

| |
| | |
| | |
| | |
1 1 1

a subdivision réguliere b a subdivision réguliére b
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Propriétés générales

Valeur moyenne d’une fonction
Propriétés Sommes de Riemann

.
Propriété

(Convergence des sommes de Riemann)

Soit f € €°([a, b],R) :

\_

Remarque. Si on somme de 1 3 n au lieu de 0 & n—1, la somme converge
toujours vers la méme limite.

Démonstration. (Esquisse). Dans le cas particulier ot f est Lipschitzienne :
3K >0, Vx,y € [a,b], |F(x) - F(y)| < Klx -y
Soit ay = a+ k%. On applique pour tout k € [0, n— 1]] le théoréme des bornes atteintes sur

[ak, ak+1] et la propriété 9 :
b-a

b-a i
Vke[[0,n-1]], X min fsf f< x max f
n [ak2k41] [2k2k41] n [a2k41]
puisque f est K-Lipschitzienne :
b-a b-a
f(ak) - xK< min < max f<f(ax)+ x K
n lak2k41] (2K 2k41] n
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

ce qui donne |'encadrement :

- b-a)? b- b-a)?
axf(ak)fK( a) sf f< axf(ak)JrK( a)
n [ak,ak+1] n n

On somme les inégalités de 0 3 n— 1 et on applique la relation de Chasles :
a =2 K(b- b-
xS F(ar) - ( f f< ( 2)°
k=0
qu’on utilise pour encadrer la somme :

ff K(b_a) —fo(ak) [ fe

Vk e [[0,n—1]],

x Z flag) + —————

K(b—a)

. _g o1 b
Puisque @ — 0, avec le théoréme des gendarmes : X Z f(ax) — _/ f. u
+oo k=0 e Ja

Remarque. De plus I'erreur commise en approximant fab f par 22 x 3" f(a)
k=0

est en O(%)

évisions et compléments
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

Plus précisément :

e “
Propriété
(Erreur commise)
Lorsque f est de classe €* sur [a, b], I'erreur commise en approximant
n-1
f f par x Y f(ax) est majorée par :
k=0
a)?
/f— fo(ak)<max|f|x7
2n
\_ J

Démonstration.
D’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout k € [0, n—1]],

Vte[ak, aksa], |F(t) = F(ak)| < max|f|><|tfak\

ainsi de Chasles et de ax41 — ax = % découle :

b b— n-1 n-1 n-1
f o225 Y fa)| = |3 fak*‘ F(t)dt— 3 fak*‘ far)dt
a k=0 k=0 73k k=0 3k

sur un segmen

évisions et compléments
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Sommes de Riemann
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Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

Remarque. Application : calcul approchée d'une intégrale par la
méthode des rectangles.

def methodeRectangle(f, a, b, n):
" Calcul approche de | ’'integrale de f entre a et b
renvoie |la somme de Riemann (3 gauche par ex)
pour n segments. Plus n est grand, meilleure est

| "approximation . """

X = a
delta = (b—a)/n
S =0

for k in range(n):
S =S + £(x)
X = X + delta
return delta x S

PC - ENCPB Chapitre 3 : Intégration sur un segment : révisions et compléments




Propriétés générales
Valeur moyenne d’une fonction

Propriétés Sommes de Riemann

Remarque. Cas particulier important : on utilise souvent les sommes de
Riemann dans le cas d'une fonction f continue sur le segment [0,1] :

4 N\
1
f(t)dt= li f =i f
[ reae= tim 253 (%)= im 235 (4)
\ J
( \

Exercice. Calculer :

lim n 3/22\/_

n—+oo
\_ J
Résolution.
lim n~3/2 Z\/_— lim lni:l k f \/_dt—[ t‘\/_]1 g
n—+00 notoon 0\ n o 3
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Primitive

e ™
Définition
Soit f: | - R.
On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur | telle que
F'=f.
\

Propriété
Deux primitives de f différent d’une constante additive.
\ J

Démonstration. Soit F, G : | — R deux primitives de f : | — R. Alors F — G est dérivable sur
let (F-G) =F' -G’ =f-f=0, ainsi F— G est constante sur / : 3ceR, F=G +c. [ ]

PC - ENCPB Chapitre 3 : Intégration sur un segmen évisions et compléments



Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Théoréeme fondamental de I'analyse

e )
Théoréme
Soit f € €°(1,R) ; soit a e I. Alors la fonction :
F,:1 — R
x — f f(t)dt
est I'unique primitive de f s’annulant en a.
\ J

Démonstration. (Esquisse) Dans le cas ot f change de signe un nombre fini de fois.
Considérons I'application :

A [a, b] — Ry
xo +—— I|'aire délimitée par €r, (Ox), x =a et x =xp

Montrons que A est une primitive de f sur [a, b].

PC - ENCPB Chapitre 3 : Intégration sur un segmen évisions et compléments



Théoréme fondamental de I'analyse
imitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

e Cas ou f est positive sur [a, b].
Soit xp € [a, b[ ; dérivabilité a droite de A en xp :
Soit h > 0 tel que xo + h € [a, b]. i
Puisque f est continue sur [xo,xo + h], elle y est bornée et
atteint ses bornes : ) V
min f
min fet max f. ro.wo+h]
[x0,x0+h] [x0,x0+h]
Ainsi :
hx min f<A(xo+h)-A(x)<hx max f To To+h
[x0,x0+h] [x0,x0+h]
Or puisque f est continue (a droite) en xo :
[XonanM]f vy f(xo0) Ve >0,3h>0,Vx € [x0,x0 + h],|f(x) - f(x0)|< e
max f— f(xo) car = [ min f—f(xo)|<eet| max f—f(x)|<e
[xg.xg+h] h—0 [x0,x0+h] [x0,x0+h]

Ainsi, aprés avoir divisé par h >0, d'aprés le théoréme des gendarmes :

A(xo + h) = A(x0) ,
lim ——————————= = A (x0) = f(x
Jim, ; 4(x0) = F(x0)
Le méme argument s’applique pour xo € ]a, b] et h <0, ce qui montre que A est dérivable en xo
et A'(x0) = f(x0). Ainsi A est une primitive de f,

X
A(x) = f fF(t)dt
a
et fab f(t)dt est égale a I'aire délimitée par la courbe, I'axe des abscisses et les deux droites
verticales x = a et x = b.

apitre 3 : Intégration sur un segment évisions et compléments




Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, p

e Cas ol f est négative sur [a, b].

Le méme argument que précédemment montre que pour h>0: - i
0 zp+h
—h max f<A(xo+h)-A(x)<-h min f
[x0 %0 +h] [x0.x0+H]
Axo + h) - A(x Bt
- max fsi(o ) (O)S— min f froszoth]
[x0 %0 +h] h [x0,x0+h]
min f
On obtient finalement : [ro.wo+h]

CA(x) = f F(e)de

e Cas ol f change de signe un nombre fini de fois sur [a, b] :

Il existe des réels ag =a<ay <az <--<a,=b tel que

Vk e [[1,n]],f est de signe constant sur [ax_1, ax]

hapitre 3 : Intégration sur un segmel révisions et compléments



Théoréme fondamental de I'analyse
imitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Pour tout k € [[0,n - 1]] notons :

Ak tlak,ak1] — Ry
xo +— laire délimitée par €f, (Ox), x = ax et x = xo

Ay = Ac(ak+1) 'aire délimitée par €, (Ox), x = ax et x = ak41
et s, = £1 ayant méme signe que f sur [ax, ak+1]
Avec ce qui précéde I'application définie sur [a, b] par Vk € [[0,n—1]], Vx € [ak, aks1] :
k=1
F(x) = (Z sj x Aj) + sk x Ak (x)
j=o

est dérivable sur [ak, ax41] pour tout k € [[0,n—1]] et F’'(x) = f(x). De plus pour tout
ke [[1,n—-1]], F est dérivable a droite et & gauche en ay et F,(ax) = Fj(ax) = f(ax). Ainsi F
est dérivable sur [a, b] de dérivée f; c'est une primitive de f sur [a, b] :

F(x) = fax fF(t)dt

et fab f(t)dt s'obtient en faisant la différence de la somme des aires délimitées par €, (Ox),
Xx = a, x = b au dessus de la courbe et de la somme de celles au-dessous de la courbe. [ ]
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles

Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Remarque. Ainsi :

N
Lorsque f € €°([a, b],R) :
b b
[ F=Fb)-Fa) = FL;
ot F :[a,b] — R est une primitive de f.
S J
e ~
Corollaire
(Existence de primitives)
Toute fonction continue sur | admet des primitives sur |.
& J
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

e N

® Arctant . .,
Exercice. Soit F : x / Tt dt. Déterminer la dérivée de F.

\_ J

Résolution. F(x) est définie et dérivable pour tout x > 0. Soit G une primitive

Arctan(t) Alors

de t — =
nt

F(x)=G(x*) - G(x*) = F'(x) = G'(x*) x3x* - G'(x*) x 2x
B Arctan(x®) 5, Arctan(x?)
T T

Arctan(x?) x x* — Arctan(x?) x x

In(x)

PC - ENCPB Chapitre 3 : Intégration sur un segmen évisions et compléments



Calcul intégral

Primitives usuelles

Théoréme fondamental de I'analyse

Primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, p

f(x) Domaine de définition ff(t)dt Avec
a R ax aelR
R siaeN aeR
a * g 1 a+1
x Z2=4 R sice Z\NN
" . a+l
R siaeR\NZ at-1
2 2
VX R, s = xV/Xx
3 &
1
= R* In|x|
X
1 b 1
_ R{-— | + b| ,b) e R* xR
ax+b { a} a B | (&)
In(x) R} xIn(x) - x
1
e™ R —e™ aeR”
a

Chapitre 3

Intégration sur un segmel

révisions et compléments



Théoréme fondamental de I'analyse
imitives usuelles

Intégration par partie

Changement de variable

Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

( )
f(x) Domaine de définition f f(t)dt Avec
X R 1 X R* {1}
— eRY
a In(a)a aeR}
1
cos(ax + b) R —sin(ax + b) (a,b) eR* xR
a
. 1 *
sin(ax + b) R —= cos(ax + b) (a,b) eR* xR
a
! R {”+k |keZ} o)
— NS = +km an(x
cos?(x) 2
) R\{g+k7r|kez} e
! R Arctan(x)
T rctan(x
1 g
1-1,1[ Arcsin(x)
1-x2
1
-— 1-1,1[ Arccos(x)
1-x2
\_ J
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Théoréme fondamental de I'analyse
imitives usuelles

Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

A utiliser avec les opérations sur les primitives :

’ f H f+rg ‘ A ‘ f'xg ‘ (flou) xu ‘

’ [f H /f(t)dt+/g(t)dt ‘ ,\ff(t)dt ‘ fxg—ffxg’(t)dt ‘ Fom ‘

Chapitre 3 : Intégration sur un segmen évisions et compléments



Théoréme fondamental de I'analyse
imitives usuelles

Intégration par partie
Changement de variable

Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Calcul intégral

Notamment la derniére, primitive f o u de (f' o u) x u, donne la table, trés
utile, des primitives de composées :

( )
Fonction une primitive avec Remarque
ul
— In|ul
u
VoY 1 a+l
u'u u aeRN{-1} (%)
a+l
v ! R~ {1} | Cas particulier de (+)
P T — aeRN as particulier de (*
ue (1-o)ux? L=
u’ 1 T
— —-— Cas particulier de (*)
u? u
LI/
2/u Cas particulier de (*)
u
u’ 1 L.
—2x — Cas particulier de (*)
u/u u
u'e” e!
(cosu) x u’ sin(u)

Chapitre 3 : Intégration sur un segmen
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éme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

1
Exemple. Calcul de f ————dx (avec ne N*).
(x-a)
1 . .
La fonction x — ﬁ est définie et continue sur R \ {a} et a pour
x—a)"
primitive :
u/
esin=1: In|x — a appliquer / — =In]u
u
sinx?2 L appli uerfu, L
. >2: _— —_——
(1-n)(x-a)? PPId v (1-a)ue?
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

. ax+b
Exemple. Méthode : Calcul de f ————dx
x2+px+q
Il'y a 3 cas a considérer selon que le trindme au dénominateur admet 2 racines
réelles distinctes, 1 racine réelle double, ou aucune racine réelle.

o Premier cas : si x* + px + g admet deux racines réelles distinctes ¢ et d.

X +px+q=(x-c)(x-d)
On cherche alors 2 réels « et 3 tel que :

ax+b  « . 153
x2+px+q x-c x-d

par linéarité :

f‘_”(iwdxzf @ dx+fde:axln\x—c\+5><|n|x_d|'
X2+ px+q X-c x-d
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable

Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

-
4
. x+1
Exercice. Calculer f —dx.
3 x2-3x+2
\_

Résolution. Le trinéme x? — 3x + 2 a pour racines 1 et 2; on cherche «, 3

tels que :
x+1  «a . Jé] — x+1 :a(x—2)+ﬁ(x—1)
x2-3x+2 x-1 x-2 x2-3x+2 (x-1)(x-2)
x+1 (a+B)x-2a-0 a+p=1 a=-2
— = — —
x2-3x+2 (x-1)(x=-2) 200+ B =-1 B=3
x+1 3 2
x2-3x+2 x-2 x-1
Ainsi :
4 x+1 4 dx 4 dx 4 4
f3 mdx:Sx/; m—2><f3 X_l:3><[In|><—2|]3—2><[In|><—1|]3

=3x(In2-In1)-2x(In3-In2) =|5In2-2In3
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éme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

o Deuxiéme cas : x2 + px + g admet une racine réelle double ¢ :
2 2
x“+px+qg=(x-c)
On cherche deux reéls o et 3 tels que :

ax+b  « 153
x2+px+q7x—c+(x—c)2

PC - ENCPB Chapitre 3 : Intégration sur un segmel évisions et compléments



Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

1
Exercice. Calculer f
0

. J/

Résolution. Le trindme x2 + 2x + 1 a pour racine double —1; on cherche o

et 3 tel que :
x-1 ! Jé] x-1 a(x+1)+p
= + p=— =

x2+2x+1 x+1 (x+1)2 x2+2x+1 (x+1)2

o =1 a=1
<~ p—

a+fp =-1 B=-2

x-1 1 2

x2+2x+1 x+1 (x+1)2

Ainsi :

1 x-1 1 -1
f 7dX=/ / = [In|x + 1[]g -2
0o x?2+2x+1 0 x+1 (x+1)2 +1)2 x+11o
“In2-In1-2x 2 +2x = =[n2-1]
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éme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

o Troisiéme cas : x> + px + g n'a aucune racine réelle.

Si a# 0, on commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée 2x + p du

dénominateur : R R
ax+b:5><(2x+p)+b—7p

puis on applique la linéarité :
/‘7ax+b dx EX/72X+p dx+(b—a—p)><f71 dx
X2+ px+gq 2 X2+ px+gq 2 X2+ px+q

a 2 ap 1
=—xl| +px+q)+|b-— fid
2><n(x px q) ( 2)>< x2+px+qx
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

1

—————dx on utilise la forme canonique du trinéme pour
x2+px+q

Pour calculer /

se ramener 3 ———— dont une primitive est ArctanX :
1+ X2

1 1 1 4 1

= T = A-_A% 2
X2+ px+q (x+58)+q-5 (x+82-3 -A (\/%x(x+§)) +1

Il
X

2
— /‘ dx 4  V-A / Vi dx

X
24+ px + -A 2 2
XEEpxtgq (FEx(x+8)) +1

!
/ # = Arctanu

::»f dx 2 x Arctan 2 X(X+B)
X2+px+q A N 2
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable

Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Vs

\_

—3x+2

1
Exercice. Calculer f ——dx
0 x2-x+1

Résolution. Le trindme au dénominateur a pour discriminant A = -3 < 0.

-3x+2 a(2x-1)+p 200 = -3 a:—%
5 T= 3 1 — — )
x2 - x+ x2—x+ B-a=2 B=2+a=1
Ainsi :
flﬂdx_ﬁxflﬁdﬂleldix
0o x2—-x+1 2 0o x2-x+1 2 0 x2-x+1
S —
=[In(x2-x+1)]3=0
Or:
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éme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Ainsi :

2
flﬁdx:lxixfl V3 dx
o x2-x+1 2 3 Jo (ix( 1))2+1

-1
x | Arctan| — | — Arctan | —

x Arctan | — imparité de Arctan

™
X — =
6
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Intégration par partie

La dérivée d'un produit se primitive pour donner I'intégration par partie :

Théoréeme
Soit u,v eC*(I,R),a,bel
b

Alors /;bu'(x)v(x)dx= [u(x)v(x)] /;bu(x)v'(x)dx.

Démonstration. De (uv)’ = u’v +uv’ découle [P u'v =[uv]? - [P uv'. [ ]
Remarque. Pour savoir quelle fonction dériver et quelle fonction primitiver, on
peut penser au principe des ALPES :

A=Arctan, Arcsin, Arccos,

L=Logarithmes

P=Polynémes

E=Exponentielles

S=sin, cos, tan, sh, ch.

On privilégie de dériver les fonctions les plus en haut. Attention ce n'est pas
100% fiable.
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Théoréme fondamental de I'analyse
Primitives usuelles
Intégration par partie

Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

( Exercice. Déterminer la primitive de t — t x Arctan(t) s'annulant en 0. J

Résolution. |l s'agit de calculer :
x 2 * x t2 1
f t x Arctan(t)dt = | —Arctan(t)| — / — x dt
0 2 o 0o 2 1+¢t2
2
X 1 rx 1
= 7Arctan(x) -3 /(; 1- e dt
x2 x 1
= ?Arctan(x) —5t EArctan(x)

PC - ENCPB Chapitre 3 : Intégration sur un segmen évisions et compléments
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Primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable
Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Changement de variable

La dérivée d'une composée fournit pour la primitivation la formule de
changement de variable.

( )

Théoréme
Soient ¢ € €*(I,R), f continue sur p(I) et a,be l. Alors :

L7 feoax= [T @) 0t

(2)

. J/

Démonstration. Soit F une primitive de f sur ¢(/) :

[ Feene e = [P(F o) (e = [F ol = Fo()  Fo@) = [ Fax
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e
Exercice. Calculer f en utilisant le changement de variable

1 t+tin(t)
x = In(t).

Résolution. On applique le changement de variable x = In(t) :

de o1 — %dt:dx;

dt ~ t
fle _odr flln(E) dx =[In(1 +x)]é =1In(2)

t+tin(t) - n(1) l+x
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Calcul intégral Applications aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Corollaire
Si f est continue sur | et T-périodique, alors ¥ (a,b) € I?, YneZ :

b+nT b a+T T
f f(t)dt = f f(t)dt sil=R : f f(t)dt = f f(t)dt
a+nT a a 0

\_ J

Démonstration. Pour la premiére, on effectue le changement de variable t = x + nT ; dt = dx :

b+nT b b
f f(t)dt:/ f(x+nT)dx:f F(x)dx
a+nT a a
e

Pour la seconde a I'aide du changement de variable t = x+ T ; dt =dx :

fT”T F(t)dt = foaf(x+ T)dx = [oaf(x)dx

et donc :

_/;HTf(t)dt: fan(t)dtJr fTa+Tf(t)dt= /an(t)dtJr /oaf(t)dt=fon(t)dt [ ]
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Corollaire
Soit a>0;

— si f est paire et continue sur [-a, a] alors :

[:f(t)dt:2><foaf(t)dt;

a
— si f est impaire et continue sur [-a, a] alors : / f(t)dt=0.
—a

\ J/

Démonstration. Soit f paire ou impaire; 3¢ = +1,Vx € [-a,a], f(-x) =& x f(x).

N f(t)dt:f: F(t)dt+ foaf(t)dt:—faof(—x)dx+ JAOLE

=
t=—x
dt=—dx
a
2 / f(t)dt sie=1
=/as><f(x)dx+/af(t)dt= X Jo fode sie
0 0 0 sie=-1

Chapitre 3 : Intégration sur un segmen évisions et compléments
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