Annexe
Fonctions réelles usuelles

https://www.jean-philippe-preaux.fr/

Nous passons en revue les fonctions réelles usuelles.

1. FONCTIONS LINEAIRES

C’est toute fonction de la forme :

[ T—>aXT avec a € R

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.

Sa courbe représentative est la droite de pente a passant par l'origine.

— a¥
y=
a 4-—_ 0
1
De plus a = tan . Ses limites aux bornes sont :
+00 sia>0
lim ar =< Foo sia<O0
r—+00 .
0 sia=0
2. FONCTIONS AFFINES
C’est toute fonction de la forme :
[ xr——axxz+b avec (a,b) € R?

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.

Sa courbe représentative est la droite de pente a et d’ordonnée & l'origine b.

y‘awb

De plus a = tanf. Ses limites aux bornes sont :
too sia>0
lim ar+b=<Fw0 sia<0
r—+00 .
b sia=0
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3. FONCTION CARREE

La fonction carrée :

( = )

est définie sur R et paire. Elle est dérivable, de dérivée x —— 2x. Sa courbe représentative est une
- e, brd
parabole dirigée selon 'axe (O, 7).

L r=

\

\

}

1

Ses limites aux bornes sont :
lim z° = +w
r—+o0

4. FONCTION RACINE CARREE

La fonction carrée réalise une bijection de R, sur Ry dont la bijection réciproque est la fonction
racine carrée :

vz =0

x+—— +/x  définie sur Ry par {(ﬁ)g .,

Elle est dérivable sur R¥ ; sa courbe représentative est un arc de parabole dirigé selon 'axe (O, 7) qui
admet en l'origine une tangente verticale ; en effet :
Vi—+/0 1

—> 4

z—0 ﬁ 0

Sa limite en +00 est :

lim +/z =+

T—+00
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5. FONCTIONS PUISSANCES ENTIERES

Ce sont toutes les fonctions de la forme :

[ r——x" avecne€Z ]

Une fonction puissance entiére est définie sur :
{R sin>=0

R* sin<0
elle est dérivable sur son domaine de définition, de dérivée :
{x —nz™ ! sin£0
x+—0 sin=0
et elle a pour parité :
{paire si n est pair
impaire si n est impair
e Courbes représentatives et limites en o0 :

— Lorsque n = 0 et n est pair :

— y=2a°
— y=2?
S —
— y=af

N,

-1

n +00 sin>0
- {1 sin=0
Lorsque n > 0 est pair, elle réalise une bijection de Ry sur R+, de bijection réciproque :
AR R, — R,
x +——  ¥/x:unique réel positif dont la puissance n-iéme vaut =
— Lorsque n = 0 et n est impair :

— =X
— y=2"
— y=2a°

_ e =

lim z" = 4w
x— 100
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Lorsque n est impair, elle réalise une bijection de R sur R, de bijection réciproque :
aE R — R
x —— /x:lunique réel dont la puissance n-iéme vaut x

— Lorsque n < 0 et n est impair :

N y:%
— y:z%

lim 2" =0F
xr—+00
— Lorsque n < 0 et n est pair :

— y—x%

S y_m%

— 9%6
! !
\
x l
-1 1

6. FONCTIONS POLYNOMES

Ce sont les fonctions de la forme :

n
fixz— ao+ a1z + az?® 4+ azz® + - + apz” = Z apz®  avec (ag,ai,...,an) e R !
k=0

C’est la somme des monomes a,z® de degrés allant de 0 & n. Lorsque a, # 0 on dit que le polynéme
a pour degré n.
Toute fonction polynéme de degré n > 0 est définie et dérivable sur R et sa dérivée est un polyndéme
de degré n — 1.

f'(x) = a1 + 2002 + - - + napa™ ! = Z kagz* !
k=1
Ses limites en o0 sont égales a celles de son mondme de plus haut degré.
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7. FONCTION VALEUR ABSOLUE

x>
x|:\/;:{x six =0

—r sinon

La fonction valeur absolue est définie et continue sur R, elle est dérivable sur R*, et paire.

y = ||

I
_
N R

Ses limites aux bornes sont :

8. FONCTION PARTIE ENTIERE

[ x+—> |z| c’est le plus grand entier < x

)

La fonction partie entiére est définie sur R et continue sur R \ Z. Elle est croissante, et admet donc
en tout point une limite a gauche ainsi qu’'une limite a droite, finies. En ses points de discontinuité :

VneZ, im |[z]=n—1 ; lim |z] =n

z—on" z—nt

Sa courbe représentative est en escalier :

s -—
T y=lz] —
s -—
} % % % % : % % %
—_
-— s
-— s
et ses limites aux bornes sont :
lim |z] =+ ; lim |z| = -

x—+00 T——00

Jean-Philippe Préaux )



PC FONCTIONS REELLES USUELLES ENCPB

9. FONCTIONS cos ET sin
Les fonctions cos et sin sont définies et dérivables sur R, et 27-périodique.
cos’ = —sin : sin’ = cos
Elles ont pour image directe I'intervalle cos(R) = sin(R) = [—1, 1] ; cos est paire, sin est impaire.
LGULB; courbes représentative sont des sinusoides s’obtenant 'une de I'autre par la translation de vecteur

/N— cos(x)
AN \
2

5‘1.

EaN

]
<
[\

’\ y = sin(x)

37

E— - —

3n
2

[\
o
R

Les fonctions sin et cos n’ont pas de limite en +00. On a par contre les limites usuelles suivantes

lim sin(x) _ 7 lim 1- cc;s(x) _1
-0 T z—0 T 2
(la 2¢me se déduit de la premiére en multipliant par }igg:g;; ).
f 2
cos®(a) + sin®(a) = 1
sin(2a) = 2sin(a) cos(a) cos(2a) = cos®(a) — sin*(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) sin(a £ b) = sin(a) cos(b) = sin(b) cos(a)
sin(—a) = —sin(a) cos(—a) = cos(a) sin(m + a) = —sin(a) cos(w + a) = — cos(a)
sin (g — a) = cos(a) cos (g - a) =sin(a) sin (g I a) = cos(a) cos (g I a) = —sin(a)
& Y,

10. FONCTION tan

La fonction tan est définie et dérivable sur :

Dian = R\ (g-l—ﬂ'Z) = U]—g—l—kzw,%—kkﬂ[
keZ

sa dérivée est :

1
tan’ = 1 + tan? = —
cos

La fonction tan est impaire et w-périodique ; 'intervalle ]—g, g[ a pour image directe tan(]—g, %[) =
R.

tan n’a pas de limite en +00 mais :

lim tan(x) = 400 ; lim tan(z) = —oo
=5 r—>—5
2t t + tan(b
tan(2a) = an(a) tan(a + b) = an(a) £ tan(b)

17 tan(a) tan(b)

Sa courbe représentative admet pour asymptotes verticales toutes les droites x = § + km lorsque k
décrit Z.
Jean-Philippe Préaux 6
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| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
T j

|
I
|
1 y = tan(x)
|
!
sm S i i f 3
2 2 2

| £
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

11. FONCTION Arctan

D’aprés le théoreme de la bijection, la fonction tan réalise une bijection de ]—g, g[ vers R. Sa
bijection réciproque est noté Arctan.

La fonction Arctan est la bijection réciproque de tan restreinte a l’intervalle ]—g, g[

Elle est définie et dérivable sur R, d’image directe Arctan(R) = |—Z, Z[. Sa dérivée est :
1

1+ z2

Arctan’(z) =

La fonction Arctan est impaire, car la fonction tan I'est.

Vz € R, tan(Arctan(z)) = z
T
Va e ]—5, Z [, Arctan(tan(z)) = x

e La courbe représentative de Arctan s’obtient de celle de tan restreinte a ]—g, g[ par la symétrie
d’axe y = x :

7 = arctan(x)

En particulier elle admet deux asymptotes horizontales d’équations z = +7 et :

c U . 7T
xEToo Arctan(z) = = ; xll)rfloo Arctan(z) = =5

Jean-Philippe Préaux 7
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12. FONCTION Arcsin

La fonction sin réalise une bijection de [—g g] sur [—1;1]; sa bijection réciproque est Arcsin.

La fonction Arcsin est la bijection réciproque de sin restreinte [fg, g]
FElle est définie sur [—1,1], impaire, dérivable sur | —1,1[ de dérivée :

1
NI

Arcsin’(z) =

y = arcsin(z)

Vo e [-1,1], sin(Arcsin(x)) =
T Tt
Vr e [—5, 5] , Arcsin(sin(z)) = x

13. FONCTION Arccos

La fonction cos réalise une bijection de [0; 7] sur [—1;1]; sa bijection réciproque est Arccos.

La fonction Arccos est la bijection réciproque de cos restreinte a [0, 7].
Elle est définie sur [—1,1], dérivable sur | —1,1[ de dérivée :
1

V1 —z2

Arccos'(z) = —

y = arccos(z)

~
Vo € [—1,1], cos(Arccos(z)) = x
Va € [0,7], Arccos(cos(x)) = x
J
Les fonctions Arccos et Arcsin ayant des dérivées opposées, il se déduit facilement que :
N
{ V€ [—1,1], Arccos(z) + Arcsin(z) = g
J

Jean-Philippe Préaux 8
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14. FONCTION LOGARITHME NEPERIEN In

1
In est l'unique primitive sur R% de x — — valant 0 en 1 :
az

8|

* 4 = E
Vz e R%, In'(z) ce qui équivaut ¢ Yz € RY, In(x) = J —dt.
In(1) =0 -

En particulier elle est définie sur R et dérivable de dérivée la fonction inverse x — %

Pour tout a >0 etb >0 : )
In(a x b) = In(a) + In(b)
In %) = In(a) — In(b)
1
In(-|=-1
n <a> n(a)
VneZ,In(a") =n x In(a)
\ J
1
Puisque Vz € R¥ ,In’(z) = — > 0, la fonction In est strictement croissante. Or In(1) = 0 et donc :
x
Ve e€]0,1[,In(z) <0 ; Vo > 1, In(x) > 0.
Concernant ses limites :
e R
lim In(z) = 4+ ; lim In(x) = —o0
xr—~400 z—0+t
1
lim n(z) =07 g lim zln(z) =0~
r—400 X x—0t
lim In(1 + h) i
h—0 h
\ J

e Courbe représentative de In :

La fonction In réalise une bijection de R* sur R.

15. FONCTION EXPONENTIELLE

Puisque In est continue et strictement croissante, d’aprés le théoréme de la bijection, elle réalise une
bijection de R* vers In(R*) = R; sa bijection réciproque est notée exp.

[ La fonction exp est la bijection réciproque de In. Elle est définie sur R. )

Jean-Philippe Préaux 9
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De plus elle est continue, strictement croissante et exp(R) = R*. Ainsi

Vz € R,exp(z) > 0.

s A
Pour tout (a,b) € R? :
exp(0) =1
exp(a + b) = exp(a) x exp(b)
1
=20 = @
exp(a)
_b) =
exp(a — b) oxp (D)
Vn € Z, (exp(a))” = exp(na)
\ J
Concernant la dérivabilité de exp :
[ La fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp. )

On retrouve la caractérisation donnée comme définition de exp au lycée :

[ La fonction exp est l'unique fonction satisfaisant I’équation différentielle y' —y = 0 et valant 1 ]
en 0.

Aprés avoir établi qu’une fonction vérifiant ces deux conditions est unique.

La courbe représentative de exp s’obtient de celle de In par la symétrie d’axe y = x :

y =fexp(x)

e _— —
!
!
} y = In(z)
!

o2 \
! !
! !
1 e

[ On note : e = exp(1) ; alors In(e) = 1. J
Les limites & connaitre sont :
. _ ) . g ) .exp(h) -1
mgrfoo exp(x) = +00 ; xEIPoo exp(z) =0 ; }ILIE%) — = 1

16. FONCTIONS PUISSANCES REELLES
Pour tout ne€ Z et x € R¥, on a :
2" = exp(In(z™)) = exp(nln(z))
Ceci nous permet de généraliser la notation puissance & des exposants réels :
Jean-Philippe Préaux 10
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Soient a € R et x € R% ; on note : )
xz® = exp(aln(x))
Pour a € R, la fonction : x — x® est définie sur :
R siaeN
R* siaeZ~N
R¥ siaeR\Z
- y,

Lorsque a € R, \ Z, la fonction z — z® peut s’étendre par continuité en 0 en posant 0% = 0.

Exemple. Pour tout « € R% et tout n e N*, 27 est le nombre positif qui élevé a la puissance n vaut

1\" 1 " 1
(:c n) = exp <n 1n(x)) = exp (n < ln(1)> = exp(In(z)) = =.
Ainsi, Vo > 0, z7 = {/z.

Pour tout x > 0 et (n,p) e N* x N :

Les puissances & exposants réels ont mémes propriétés que les puissances a exposants entiers :

Pour tout (z,y) € (Ri)Q et tout (a, ) e R? :

=1 ; 2%xzf =2 c
B

On généralise aussi les propriétés de exp et In aux exposants réels :

Soit v e R :
Vz e R, exp(z)® = exp(ax)

Vz e RY, In(z%) = aln(x)

Quant a sa dérivabilité :

Soit « € R\ Z; la fonction x — x est définie sur RY et dérivable de dérivée :

(xa)/ _ axafl

8
R
Il
8
i
=
=
2
=
Il
8
2
X
=
N
E
?
Il
8
®
x
<
®
— — — —

Sa courbe représentative a pour allure, selon les valeurs de « :

— a<0
— O<axl
— a=1
— a>1

_t - — X
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17. FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES EN BASE a

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
e La fonction exponentielle en base a est :

x +—> a” = exp(zIn(a))

elle est définie sur R.

\ J
s : - N\
e La fonction logarithme en base a est :
In(x)
1 cx— 1 =
elle est définie sur R* .

\ J
e \
e’ =exp(z) ;  log.(z)=In(z)

\ J

Les fonctions exponentielle et logarithme de base a sont des bijections réciproques 'une de 'autre :

Pour tous (x,y) e R x R :

y=a" < x=1log,(y)

Les fonctions exponentielles et logarithmes en base a vérifient les mémes propriétés algébriques que
exp et In :

e )
log,(1) =0
Pour tout x >0 ety >0 :

log, (= x y) = log,(x) + log,(y)

log, <;C> = log, () — log, (y)

log, <i> = —log,(z)

Va € R, log, (%) = a x log,(z)

\ J
e > N
Pour tout (z,y) € R? :
a® =1
a®tY = a* x a¥
1
w1
ot ==
xr
v @
a¥y
Va e R, (a®)* = a™®
G Y,

Elles sont dérivables comme composées et :

log,(z)" = (EEZD/ = xli(a)

(a®) = (exp(zIn(a)) = In(a) x a®

Un cas particulier important en chimie, est le logarithme décimal.

Jean-Philippe Préaux 12
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La fonction logarithme décimal est : )
In(x)
1 B =
9810 1 T 0010)
C’est la bijection réciproque de : x —> 107 :
y = log,o(z) <= =z =10Y
Elle est définie et dérivable sur R est sa dérivée est donnée par :
1
1 "= .
0g10(2) 2 1n(10)
\ J

18. FONCTIONS ch ET sh

On note pour tout z € R :
e +e*
ch(z) = 5
appelé cosinus hyperbolique de x, et :
et —e”
sh(x) =
(2) = =
appelé sinus hyperbolique de x.
- Y,

La fonction ch est paire, sh est impaire. Elles sont dérivables de dérivée :
ch’=sh  sh'=ch

et ont pour limites aux bornes :

lim ch(z) =+ lim sh(z) = oo
r—+00 r—+00
y = ch(z) y = sh(x)

On établit facilement par calcul direct le petit formulaire trigonométrique hyperbolique suivant :

ch?(a) — sh®(a) = 1 sh(2a) = 2sh(a)ch(a) ch(2a) = ch®(a) + sh?(a)
ch(a £ b) = ch(a)ch(b) £ sh(a)sh(b) sh(a + b) = sh(a)ch(b) £ sh(b)ch(a)
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