PC - ENCPB Dénombrements Corrigé

DENOMBREMENT

On pose 'une & coté de Pautre, dans lordre de leur sortie, 5 cartes tirées 'une aprés l'autre et sans remise, dans un
jeu de 32 cartes. Combien de dispositions différentes peut-on obtenir qui comportent exactement 3 trefles ?

5
Sol. 1) : On choisit la place des tréfles parmi les cing cartes. Il y a ( > = 10 possibilités.

3
On choisit les trois tréfles parmi 8, en tenant compte de 'ordre.
IlyaA? =8x7x6 =336 possibilités.

On choisit les deux autres cartes parmi les 24 cartes qui ne sont pas de tréfles, en tenant compte de 'ordre. Il y a A§4 =
24 x 23 = 552 possibilités.

Le nombre cherché est donc 10 x 336 x 552 = 1854720.

Ex 2| Reprendre I'exercice précédent dans le cas ot ’on tire les 5 cartes une a une et avec remise.

5
Sol. 2) : On choisit la place des tréfles parmi les cing cartes. Il y a (3) = 10 possibilités.

On choisit les trois tréfles parmi 8. Chaque carte peut étre une des 8 possibles. Il y a 8% = 512 possibilités.

On choisit les deux autres cartes parmi les 24 cartes qui ne sont pas de tréfles. Chaque carte peut étre une des 24 possibles.
Il y a 242 = 576 possibilités.

Le nombre cherché est cette fois 10 x 512 x 576 = 2949120.

Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. Dénombrer les applications non surjectives de E dans lui-méme.

Sol. 3) : Rappelons qu'une application d’un ensemble fini E dans lui-méme est surjective si est seulement si elle est injective
si et seulement si elle est bijective.

Le nombre d’applications de E dans lui-méme vaut n" et le nombre d’applications surjectives (c’est-a-dire bijectives) vaut
nl.

Conclusion : le nombre d’applications non surjectives de E dans lui méme vaut m

Soient A et B deux ensembles finis de cardinaux respectivement n et p tels que A C B. Donner le nombre de
sous-ensembles X de B vérifiant
AcCcXcB.

Sol. 4) : Notons que n < p. L’ensemble A des sous-ensembles X de B vérifiant A C X C B est en bijection avec P(B \ A)
via I’application
PB~NA) — A
U — X=AUU

Comme card(B \ A) = p — n, le nombre recherché vaut |P(B \ A)| =|2P7".

Principe des tiroirs.

1) On place n + 1 boules dans n tiroirs. Montrer qu’il existe un tiroir qui contient au moins 2 boules.

n
2) On place n boules dans k tiroirs. Montrer qu’il existe un tiroir qui contient au moins [E—I boules on, pour a € R, [a]
désigne I'unique entier tel que [p] — 1 < a < [a] (c’est la partie entiére supérieure).
3) Applications :
a) Dans une classe de 25 éleves, il y a au moins 3 éléves qui ont le méme mois d’anniversaire.

b) C’est le début de l'année, les 25 éleves découvrent la liste de la classe. Montrer qu’il y a au moins 2 éléeves qui
connaissent le méme nombre de camarades. (on suppose que si 1’éléve a connait 1'éléve b alors, symétriquement, b
connait a mais on ne se connait pas soi-méme, c’est bien connu).

Sol. 5) : 1) Raisonnons par ’absurde : si chaque tiroir contient au plus 1 boule alors les n tiroirs contiennent au total au
plus n boules (en faisant la somme), ce qui est absurde puisqu’ils en contiennent n + 1...

2) Pour bien comprendre la définition de la partie entiére supérieure, on vérifie que [2] =2, [2,5] =3, [-2,7] = —2.

Raisonnons encore une fois par ’absurde, si chaque tiroir contient au plus {E—‘ — 1 boules, alors ’ensemble des tiroirs

contient au plus k ([%w — 1) boules mais :

{%—‘ —-1< % < {%—‘ donc k ([%—‘ - 1) < m ce qui est absurde!

1/8 M. Rezzouk



Piche gR@RRes Dénombrement PC* 203128

3) Application.

a) Dans une année, il y a 12 mois. Les éléves jouent le role des boules et les mois de 'année celui des tiroirs : n = 25

25 1

et k =12. Comme [12—‘ = [2 + 12—‘ =3, il y a au moins un mois qui « comportent » 3 éleves!

b) S’il y a au moins 2 éléves qui ne connaissent personne, alors c’est qu’il connaissent le méme nombre (0) de
camarades et on a répondu a la question.
Supposons qu’il n’y a qu’un ou aucun éléve qui ne connaisse personne : nous sommes ramenés au cas de n éléves
(n € {24,25}) ou chaque éleve connait au moins une personne.
Regroupons les éléves suivant le nombre de connaissances de chacun. Il y a n—1 groupes (de 1 & n—1 connaissances,
I’équivalent des tiroirs) pour n éleves (I’équivalent des boules). Le principe des tiroirs nous dit qu’avec n boules
et n — 1 tiroirs, il existe au moins un tiroir contenant 2 boules. Donc il existe bien un groupe contenant au moins
deux éleves c’est-a-dire qu’il existe au moins 2 éleves qui le méme nombre de connaissances.

"k n+1
Ex 6] Démontrer que, pour p € [0,n], = .
ave, pour p o, 3 (4) = (171

k=p

Sol. 6) : On peut effectuer une récurrence en utilisant la relation :

n n n+1
< f—
pour 0. <k <, (k>+(k+1) <k+1)

n
k n+1
Pour tout n > 0, soit P, : « pourtout0<p<n,2(>:< . ) ’
p
k=p

p+1
0
k 1 0+1
Initialisation : Py est vraie car Z < > =1= ( > < + >
= \0 1 0+1
Soit n € N. Supposons que P,, est vraie. Montrons que P, ;1 est vraie.
Soit p € N tel que 0 < p < n+ 1 alors

n+1 n
. k k n+1 n+1 n+1 .
< = = ’
sipsmn, Z(p) Z<p>+< » ) <p+1>+< » > d’apres Pp
k=p k=p
_[n+2) [n+1+1
“\p+1) T\ p+1
n+1
. k n+1 n+ 2 n+1+1

n+1
k 1+1
Dans tous les cas, Z < ) = (n tlt ) donc P, 41 est vraie.

= \r p+1

n
, ) k n+1 .
Nous avons donc montré par récurrence sur n que E ( ) = < ) oul<p<n.

=y \P p+1

Soit (a,b) € N? tel que a+b > 1et k€ [1,a+b].
On considere un ensemble E a a 4 b éléments comportant a éléments du type « A » et b éléments du type « B ».
k
. a b a+b : , s C
1) Démontrer que E i) = i en interprétant de deux facons différentes le nombre de parties a k éléments
i —1
i=0
dans E.

n 2
2) En déduire une expression sans symbole Z de Z (n) .

1
i=0

b
Sol. 7) : 1) Le nombre de parties & k éléments dans E est (CLZ ) Effectuons une partition de cet ensemble de parties
eak

suivant le nombre ¢ d’éléments de type « A » dans une parti éléments, i variant de 0 a k. Pour un ¢ fixé, le nombre

a b a
de parties a k éléments contenant i éléments de type « A » est ) (k ) : on choisit ¢ éléments parmi a, (> (si
i —1 i

. . A a PSR T N . Ry
1> a, bien siir il n’y en a pas, | . | reste valable avec la généralisation) et on compléte la partie avec k — ¢ éléments de
i

b b
type « B », ( i ) possibilités pour chacun des (a) début de parties choisies, soit au total (a) (k )
—1 i i —1
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k
b b
En dénombrant le nombre total de partie avec cette partition, on obtient alors E (a) <k ) = (a—ll:_ )
—1

3

2
2
2) C’est une application de la question 1), en prenant a = b = n = k, on obtient E (n) = ( n)
i n
i=0

Soit n € N.

1) Déterminer le nombre de couples (z,%) € N tel que z +y = n.
2) Déterminer le nombre de couples (z,y) € N? tel que z +y < n
3) Déterminer le nombre de triplets (x,y,z) € N? tel que  +y + 2 = n.
4) Déterminer le nombre de triplets (z,y,2) € N* tel que z +y + 2z < n

Sol. 8) : 1) Les couples en question s’écrivent : (z,n — x) avec x € [0,n], il y en a donc

2) L’ensembles des couples vérifiant = + y < n est la réunion des ensembles disjoints suivants :

{(z,y) € N* | 2 +y = k} pour k variant de 0 & n, donc le nombre total de couples vaut Z(k +H)=1424---+(n+
k=0

(n+1)(n+2)
1) ————.
2
3) Remarquons que {(z,y,2) € N* |z +y+ 2 =n} = {(z,y,n —x — ), (z,y) € N?, 2 + y < n}, cet ensemble est donc
en bijection « naturelle » avec {(x,y) € N? |  +y < n} dont le cardinal a été evalue a la question précédente : il y a
(n+1)(n+2)
2
4) De la méme maniére qu’a la question 2), 'ensembles des triplets vérifiant « + y + z < n est la réunion des ensembles
disjoints suivants :
Pour k variant de 0 & n, {(x,y) € N* | £ + y + 2z = k} donc le nombre total de ces triplets vaut

i (k+1)2(k-+2) :i <k;2> %"@) o <n—?|)—3> _ (n+3)(n—é—2)(n+1).

k=0 k=0 k=2

également triplets.

n

. (k1) (k+2) 1 )
ou bien E f 52 (k% + 3k + 2]
k=0 k=0
1 —l—l (2n + 3 +1
-1 n(n n )+ n(n2 )+2(n—|—1)

_ (n+3)(n+ 2)(n +1)
G :

Le lecteur est invité a traiter dans l'ordre les trois exercices suivants.

Nombre d’applications strictement croissantes.
Soit (n,p) € (N*)2.
1) Déterminer le nombre d’injections de [1,p] dans [1,n].
2) Déterminer le nombre d’applications strictement croissantes de [1,p] dans [1,n].

Sol. 9) : Remarquons tout d’abord qu’une application strictement croissante est une application injective particuliére. Si
p > n, il n’existe pas d’application injective de [1,p] dans [1,n] et a fortiori pas d’application strictement croissante. On
supposera dans la suite du corrigé que p < n.

1) Une injection f est entierement caractérisée par le p-uplet (f(1), f(2),---, f(p)) ol tous les éléments sont distincts. Le
nombre d’injections de [1,p] dans [1,n] vaut donc le nombre d’arrangements de p éléments parmi n :
n!
P _ — _ _
An—(nip)!—nx(n )x--x(n—p+1).
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2) Une application f strictement croissante est entierement caractérisée par son image {f(1), f(2),---, f(p)} : f(1) est le
plus petit élément de image etc... Si A est une partie & p éléments A = {a1, -+ ,ap} avec 1 < a3 <ag <---<ap <N

alors A est 'inage de f si et seulement si f(i) = a; pour i € [1,p] : il y a une bijection naturelle entre les applications
strictement croissantes de [1,p] dans [1,n] et les parties & p élément parmi n. Le nombre d’applications strictement

|
croissantes de [1,p] dans [1,n] vaut donc : (n) = %
p)  pn—p)

Nombre d’applications croissantes de [1,n] dans [1,p]

Soit (n,p) € (N*)*.

1)

2)

3)

Soit f une application croissante de [1,p] dans [1,n].
Mountrer que l'application g de [1, p] dans N définie par :
pour tout k € [1,p], g(k) = f(k) + k — 1 est une application strictement croissante de [1,p] dans [1,n +p — 1].

Montrer qu’il existe une bijection entre ’ensemble des applications croissantes de [1,p] dans [1,n] et 'ensemble des
applications strictement croissantes de [1,p] dans [1,n 4+ p — 1].

En déduire le nombre d’applications croissantes de [1, p] dans [1,n].

Sol. 10) : 1) Commengons par montrer que g est a valeurs dans [1,n + p — 1]. Pour tout k € [1,p], g(k) = f(k) + k —

2)

3)

1 < n+k—1<n+p—1.
f(k)E[1,n]

Deplus g(k) 214+ k—1>1 donc g(k) € [1,n+p —1].

Montrons que g est strictement croissante.

Soit 1 < k < k' < p (pour p > 2)

g(k) = f(k) +k =1 < f(K)+ k=1 < f(K) + K —1=g(K).

Donc g est une applications strictement croissante de [1,p] dans [1,n +p — 1].

Soit ¢ I’application qui a f associe g. D’aprés la question précédente, c’est une application de I’ensemble des applications
croissantes de [1,p] dans [1,n] dans I’ensemble des applications strictement croissantes de [1,p] dans [1,n+p — 1]. 11
nous reste a montrer que toute application g strictement croissantes de [1,p] dans [1,n + p — 1] admet un et un seul
antécédent par .

Si f est un antécédent, nécessairement pour tout k € [1,p], g(k) = f(k) + k — 1 ot f(k) = g(k) — k+ 1 donc si elle
existe, f est unique. Posons donc pour tout k € [1,p], f(k) = g(k) — k + 1 et vérifions qu’elle est bien une application
de [1,p] dans [1,n] et qu’elle est croissante.

fW)y=g(l)=1et f(p) =g(p)—p+1<n+p—1—p+1=mndonc f est une application de [1, p] dans [1,n]. Montrons
qu’elle est croissante.

Montrons d’abord la propriété suivante sur g :

si ket k' sont tels que 1 < k < k' < p, pour p > 2, alors 1 <k —k < g(k') — g(k).

Onal<g(l)<g(2) <---<g(p) <n+p—1doncil yaau moins autant d’entiers entre g(k) et g(k’) qu'entre k et
K donc 1 < k' —k < g(k") — g(k).

f est croissante car f(k') — f(k) = g(k') — g(k) + k' —k > 0.

En conclusion, f est bien une application croissante de [1, p] dans [1,n]. Donc cet antécédent f, unique, existe bien.
L’application ¢ qui & f associe g est donc une bijection.

Les deux ensembles ont méme cardinal et nous savons que le nombre d’applications strictement croissantes de [1, p]

-1
dans [1,n+p—1] vaut <n+p

(n +p— 1>
vaut .
p

) d’apres 'exercice 9. Donc le nombre d’applications croissantes de [1, p] dans [1, n]

Les nombres p et n étant deux entiers naturels non nuls, quel est le nombre de solutions dans N™ de ’équation
d’inconnue (x1, 2, ..., Zn),

Tyttt w,=p?

Sol. 11) : Silon pose y; = z; + 1, 'équation équivaut a

yrtyzte g =ntp,

avec (Y1,Y2,...,Yn) dans (N*)".
Le nombre cherché est aussi le nombre de solutions de I’équation

yi+y2+-typ=n+p,
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avec (y1,Y2,-..,Yn) dans (N*)".
En écrivant n + p comme la somme de n + p nombres 1,

n+p=1+1+1+-+1,

trouver une solution de ’équation revient a choisir n — 1 signes + parmi les n + p — 1 signe + figurant dans la relation
ci-dessus.

n+p=l+---+1@l+ - +1@---@L+---+1,

Y1 Y2 Yn

(=077

Remarque : les deux exercices précédents étudient le nombre de combinaisons de p éléments parmi n avec répétitions,
c’est le nombre de rangements possibles de p boules dans n cases (ou tiroirs). Pour l'exercice 10, on peut remarquer que
définir une application croissante de [1,p] dans [1,n] est entiérement déterminé par un n-uplet (zq,xs,...,z,) vérifiant
r1+ T2+ -+, = p ou x; est le nombre d’antécédents de 1.

Le nombre cherché est donc

Nombre de répartitions en groupes de colles dans une classe.

1) De combien de fagon peut-on répartir 6 éléves d’une classe de 6 éléves en groupes de 3 éléves (groupes de colles) ?
2) Méme question pour une classe de 9 éléves puis pour une classe de 36 éleves.
3) Généraliser le résultat : déterminer le nombre de groupements de p éléments dans un ensemble & np éléments avec

%\ 2
Sol. 12) : 1) Ily a 2 groupes a constituer. Commencons par numéroter ces groupes en un groupe n°l et un groupe n°2.
Pour constituer le groupe n°1, on choisit 3 éléves parmi 6, le groupe 2 sera alors constitué des autres éléves. On a ainsi
(3) = 20 fagons de répartir les éleves en un groupe n°1 et un groupe n°2. Pour chaque répartition en deux groupes, il
y a exactement deux numérotations de groupes possibles. Le nombre total de répartitions est donc la moitié du nombre

1/6
de répartition en groupes numérotés : 3 (3) : possibilités.

2) Raisonnons de la méme maniére. Comptons d’abord le nombre de répartitions en groupes numérotés (n°1,2 et 3). On
choisit 3 éleves parmi 9 pour le groupe n°1 puis 3 parmi 6 pour le groupe n°2 et le groupe n°3 est constitué des 3 éleves

9 6
restants. Au total, cela nous fait (3) X (3) possibilités. Le nombre de facons de numéroter 3 groupes est 3!, donc le

31\3 3

Généralisons et notons Gg" le nombre de répartitions de groupes de 3 éleves possibles dans une classe a 3n éléves.
On dispose de n groupes que 1'on commence par numéroter. Le nombres de répartitions en groupes numérotés est :

3 3n—3 6
( n> X < " > X oo X (3) Le nombre de fagons de numéroter les n groupes est n!. Donc, au total,

3 3
1 /3n 3n—3 6
3n _ — .
=) (") )
31| (3n)!

13n><(?m—l)><~-~><6><5><4><
n! (3n"! 31| nlen’

1/9 6
nombre de répartition de groupes de colles pour une classe de 9 éléves vaut : ( ) X ( > = 280.

Pour n = 12, on trouve Ggﬁ = 356765771022012352000000, ce qui laisse une certaine marge de manuvre.
3) Notons G,? le nombre de groupements de p éléments dans un ensemble & np éléments.
On fait le méme raisonnement avec n « groupes » de p « éléves », on obtient :

=120 () )

=1

1npx(np—1)x---x1 (np)!

! DR REDR

Centrale MP 2005, nombre de surjections de [1,n + 1] dans [1,n]
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Nombre de surjections de [1,n + 1] dans [1,n].
Soit n € N*. Déterminer le nombre de surjections de [1,n + 1] dans [1,n].

Sol. 13) : Soit f une telle surjection. Il existe une unique paire d’entiers (distincts) {p, ¢} dans [1,n+1] tel que f(p) = f(q).

Pour dénombrer le nombre de surjections, on peut déja classer les surjections suivant I’emplacement de ces deux entiers dans
n n(n—1

[L,n+1]:ilya (2 = % choix possibles. Une fois fixé ce choix, le nombre de surjections tel que f(p) = f(g) est le

méme que le nombre de bijections (= permutations) de [1,n] : tout se passe comme si 'ensemble de départ avait n éléments

(p et g ont fusionné en un seul élément), on trouve donc n! surjections pour chacun des choix des paires {p, ¢}.

Conclusion : 1l y a (Z) n! | surjections.

1) De combien de fagons peut-on choisir, dans un ensemble E de n > 2 éléments, un couple de sous-ensembles
disjoints 7
2) De combien de fagons peut-on choisir, dans un ensemble E de n > 2 éléments, une paire de sous-ensembles disjoints
non vides ?

Sol. 14) : 1) Notons A = {(A,B) € P(E)> | ANB = &}. Reprenons Iidée menant & la définition d'une fonction
caractéristique pour les couples de sous-ensembles. Soit ¢ 'application suivante

A — F(E,{1,2,3))

. lsizeA

w: (A,B) —» X(A’B):xH{QsimeB
3siz e EX(AUB)

¢ réalise une bijection de A sur F(E, {1,2,3}). L’application réciproque étant :

1 { F(E,{1,2,3})) — A
v X —  (A,B)= (x'({1h),x"'({2})

Donc card A = card (F(E, {1,2,3})) :

2) Commencons par compter le nombre de couples de sous-ensembles disjoints non vides. Il faut retirer aux 3" couples
précédents les couples :

(2,2), (2,B) avec B € P(E) \ {@} et (A,2) avec B € P(E) \ {@}. Au total le nombre de couples & retirer vaut
142 x (2" —1). Le nombre de couples de sous-ensembles disjoints non vides vaut donc 3" — (1 +2 x (2" — 1)). Pour
compter le nombre de paires, on doit diviser le nombre précédent par deux car, pour dénombrer les paires, on regroupe
les couples (A, B) et (B, A) qui sont toujours disjoints (on remarque que l'on a toujours A # B). On trouve

%(3”—(1+2><(2”—1)))= %(3"+1)—2"-

L’exercice suivant nécessite la connaissance de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour une démonstration, voir le chapitre
« ensembles de réels » dans le tome d’Analyse.

Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1, et P une partition de E. On note k le nombre d’éléments de la partition
P et p le cardinal de 'ensemble G = {(z,y) € E? |[3A € P, (x,y) € A%}. Montrer que n? < kp.

Sol. 15) : On pose P = {Aq,...,A;}, et p; le cardinal de A;. Comme {A1,...,Ax} est une partition de E, on a
pr+-t+pe=n.
Par ailleurs dire que (x,y) appartient & G signifie qu’il existe 4 tel que (x,y) appartienne & A?. Donc G est la réunion des
A? et cette réunion est disjointe. Alors
p=pi+- 41k,
et I'inégalité demandée s’écrit
k(pf+ -+ ) = (o1 + - +pr)”

n 2 n n
Cette inégalité est alors une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz : (Z xkyk> < (Z x%) <Z x%) avec pour
k=1 k=1 k=1
ke [l,n], zr = pr et yp = 1.
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On note |X| le nombre d’éléments d’un ensemble X supposé fini. Soit E un ensemble fini. On pose n = |E|.
1) Calculer S = Z IX].

XeP(E)
2) Calculer S; = Z IXNY|et Sy = Z XUY].
(X,Y)eP(E)? (X,Y)eP(E)?

Sol. 16) : 1) Lorsque une partie X décrit ’ensemble P(E), le complémentaire X© décrit également tout I’ensemble P(E)
donc :

s= Y X=5 X M+ X9

XeP(E) XeP(E) XeP(E)
1 1
=5 > (XI+x)=5 > [E
XeP(E) XeP(E)
= 2IPE) = 5 x 2" =[n2" 1]
2) Avec la méme idée, on écrit avec S; = Z IXNY|,

(X,Y)eP(E)?

1 C
S1= 7 Yoo XnYl+ > X9y
(X,Y)eP(E)? (X,Y)eP(E)2

+ > XnY9+ > XOny¢
(X,Y)eP(E)?2 (X,Y)eP(E)?2

DoncSi=7 > [Bl=T[PE)?|=] @) dnar]

(X,Y)eP(E)?
e En utilisant la relation | X UY]| = |X]| +|Y| — |XN Y], on obtient :

So= Y. X+ > Y-S

(X,Y)eP(E)? (X,Y)eP(E)?
Mais Z IX] = Z Y| =2"S = n22"~1 |
(X,Y)EP(E)? (X,Y)EP(E)?
donc Sy = n2%" — nd" "t = n(4" — 4771 :
*

(Avec Python)

Soient p et e des entiers.

Probléme : p personnes entrent dans un ascenseur et appuient chacun (indépendamment et avec une probabilité uniforme)
sur le bouton d’un étage, compris entre 1 et e. Combien d’arréts sont a prévoir ?

... Entre 1 et min(p, e), certainement... mais encore ?

Formalisons un peu ce probléme. On définit I'univers §2 comme ’ensemble des applications f : [1,p] — [1,e], que 'on

munit de la probabilité uniforme !. Pour toute réalisation f du hasard?, on note X(f) le cardinal de I'image de f, c’est-a-dire
le nombre d’éléments dans {f(1), f(2),..., f(p)}.

1) Ecrire en PYTHON une fonction prenant en entrée p et e, calculant une application aléatoire f : [1,p] — [1,€] et
retournant X(f).

2) Pour k € [1,6], effectuer 10* expériences avec p = 5 et ¢ = 8 calculer (pour chaque valeur de k), la moyenne des
résultats obtenus.

3) Ecrire X comme la somme X = X; +- - -+ X, de variables de Bernoulli que I’on définira et dont on précisera le paramétre.
4) Calculer E(X).

5) Comparer aux résultats numériques et commenter.

6) Evaluer V(X).

1. Dite aussi : probabilité de dénombrement.
2. Oui, je sais, d’habitude on la note w, mais finalement, f ¢a parait bien adapté ici...
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Sol. 17) : 1)
2)

3) X;(f)=1sije€Imf et X(f) =0 sinon. Xﬂ\u%’(l— (1_1)1”).

4) E(X) = e (1_ (1_ i)p)

5) OK.
6) ...

s CENTRALE 2014

Soit E = {x1,22,...,2,} un ensemble de n points distincts. On appelle droite déterminée par E toute droite passant par
deux points de E.
1) Calculer, en fonction de n, le nombre de droites maximum déterminées par E. Quelle est la condition sur E pour étre
dans ce cas?
2) Mémes questions pour le cas minimal.
3) Donner un exemple d’ensemble E n’étant pas inclus dans une droite tel que, pour n points, il y ait exactement n droites.

4) On suppose E = {z1,22,...,2,} non inclus dans une droite, et on note Dy, Do, ..., D, les droites déterminées par E.
On définit la matrice A = (a;,;)ic[1,n] PAr
Jel1, pl

a = 1 siz; € Dj
v 0 si $1¢DJ
Montrer que A*A € GL,(R).
5) Montrer que n < p.

Sol. 18) : Cf. exercice ?? page 7?7
Cf. exercice 7?7 page 77?7

1)

2)

3)

4)

5) A'A est une matrice n x n. Or, son rang est, au maximum, celui de A, lui-méme au maximum égal & max(n, p).
Ainsi, si p < n, on a rg(A*A) < p < n et donc A*A n’est pas inversible : contradiction.
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