PC - ENCPB Séries entiéres et applications aux probabilités Corrigé

SERIES ENTIERES ET APPLICATION AUX PROBABILITES

Exercices d’application

Ex 1| Calculer le rayon de convergence de Z anz" lorsque :

neN
(Inn)? shn
a) ap = b) a, =
) an Vvn ) an ch®n
1 n
C) agn — 2" et a2n4+1 = 0 d) Ap = (W)
nn
€) an = — f) ay est la somme des diviseurs premiers de n.
n!

n /2 2
Sol. 1) : a) 9n+l 1 donc b) a, ~ /2 ~ — donc ¢) R = sup{|z| | ((22°)") bornée } donc
e

an (c"/2)?
1
R=—
V2
Ap41 , 1 Ap41 1 1
d =bornée Xx ——————— — 0 donc |R = 400 e =1+-)"—>e|lR=-
)2t o ol e
n(n+1
Di<ai<itat o tn="" gone[R=1]
Ex 2
+oo too
1) Montrer que si la série entiére Zanz” est de rayon de convergence R > 0, alors la série entiere Zanz% est de rayon
n=0 n=0
de convergence VR.
+oo +oo
2) Soient Ry et Ra les rayons de convergence respectifs des séries Zagnz" et Zagnﬂz". Montrer que le rayon de
n=0 n=0
+oo
convergence R de la série entiere Zanz” vaut min(1/Rq, v/Ra), et que, si |z| <R, on a
n=0

400 400 “+ o0
E anzn — § :a2n22n + 2 a2n+122n+1.
n=0 n=0 n=0

Sol. 2) : 1) La série de terme général a,z" converge si |z| < R et diverge si |z| > R.
Donc la série de terme général a,,(2%)" converge si |z|? < R, c’est-a-dire si |z| < VR et diverge si |z|* > R, c’est-a-dire si

—+o0
|z| > VR. Le rayon de convergence de la série entiére E anz*™ est donc VR.
n=0
—+oo +oo
2) D’apres 1), la série E a9n 22" est de rayon de convergence 1/ Rq, et la série E a2n+1z2" est de rayon de convergence /Ra,
n=0 n=0
—+oo
donc la série z E a2n+1z2" est aussi de rayon de convergence 4/ Rao.
n=0
+oo +o0 “+o00
Alors, lorsque R # Ro, la série anz" qui est la somme des séries 20, 22" et 2) aont122" est de rayon de convergence
b ) +
n=0 n=0 n=0

min(v/Ri, v/Ra).

Lorsque R; = Ry, on sait déja que R > \/E

Soit alors |z| > /Ry . La suite (a2,2>") ne converge pas vers 0.

Alors la suite (a,2") ne converge pas non plus vers 0, et il en résulte que R < \/R>1 .

—+o0 “+oo —+oo
On a donc encore égalité dans ce cas, et pour tout |z] < R, E apz" = g aon 2" + E agnHzQ”H .
n=0 n=0 n=0
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fEZ

e
Montrer que la fonction f : R* = R,z —

se prolonge sur R en une fonction de classe € sur R.

2 +o0 op—1
e’ —1 T
Sol. 3) : = E " R=+4x
n=1 :

1

Soit n € N*. Déterminer le développement en série entiére au voisinage de 0 de x +— Ao
—x

Sol. 4) : (c’est du cours)
—+o0

e On peut utiliser le développement en série entiere T—2= Zxk pour z €] — 1, 1].
IR .
On peut utiliser le produit de Cauchy pour expliquer que = W admet un développement en série entiere sur | —1, 1|
-z
mais I'expression des coefficients sera compliquée (ax = Z 1).
i1+ +in=k
1 =
e Le plus simple est de dériver (n — 1) fois 1 = Zm" pour z €] —1,1], car
-z
n=0

dnt 1 (n—1)!
1 T = )
dz™ ( 1 —x) (1—-2x)

On obtient pour x €] — 1,1,

(n=1! _ Ji:.o k(k—1)--- (k- (n—2))z* (=D
(1—a)"
k=n—1
+oo
:Z(k:—i—n—1)(k+n—2)---(k+1)mk aveck+ k—n+1
k=0
Donc
+oo
1 :Z(k+n—1)(k+n—2)~-~(k;+1)xk
(1—a)" — (n—1)!
_*f(km—n!xk
= (n—1)k!
+oo too
B n+k—-1\ , n+k—-1\ ,
() -n )
k=0 k=0
Variante moins élégante :
o . AR
Sacahnt I'existence par produit de Cauchy, on peut calculer [ = an, avec
n
dF 1 _ (n+Ek-1)! 1
deb \(1-2)") (n—1)! (1— )"
d’ott en 0,
1 d~ 1 (0)_(n+k—1)!_ n+k—1\ (n+k-1
kldzk \ (1 —z)"  Kl(n—-1)! k U n—-1 )
+oo
et on retrouve ﬁ = kz::o <n:;f 1 1>$k pour z €] — 1,1]

On vérifie/sait (suivant le raisonnement utilisé) que R = 1.
Remarque si on revient au produit de Cauchy, on voit que

an = card {(i1, - ,ip) EN" | i1 + -+ i, =k}
= nombre de facons de ranger k£ boules dans n tiroirs.
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n+k—1
En codant le rangement sous la forme ocooo | 0ooo | -+ avec n — 1 séparateurs | et k boules o, d’out le nombre ( + ) )
n—
Application (exercice rab)
Montrer que dans le DSE de

+oo
1 1 1 .
-z 1= 2><1_x5:2anx,

a, représente le nombre de fagons de payer n euros avec des piéces de 1 et 2 euros et un billet de 5 euros.

400 9
Ex 5| Donner la valeur de on

n=0

= 1 2
Sol. 5) H Pour T 6] — 1, 1[, nzlnl'n71 = ﬁ et Zn(n — 1).’17”72 = m

= 222 x
donc » n nn—1)4+n]z" =z) nz" '+ n(n—1)z + .
Sota =3 S+ Sontn et = 2
P 1'1' tan 2><1><23—|—1><22
our x = —, il vien — = — - =
2’ n:02” 22 2

Développer en série entiére la fonction z — chx cosz.

Sol. 6) : On sait que  — chz et  — cosx sont développable en séries entieres sur R donc par produit de Cauchy, la
fonction est développable en série entiére mais c’est une tres mauvaise idée de calculer ses coefficients comme cela, il vaut
mieux tout décomposer en exponentielle.

1 . A
On écrit donc ch(z) = §(e$ +e %) et cosz = i(e” + e '") et on obtient

1 1, . X 1 ) ) ) .
i(ew + efz)i(ezw + ef'm) _ Z (e(lJrl)ﬂJ + 6(171)1 + 6(71+z)a: + ef(lJrz)w)

n

:72 [(T+)"+ (1 =)+ (=1+49)"+ (171)]x

n'
n=0

n

1
= ,Z [Qn/2 (einﬂ'/4 L eminT/4 y giBnm/4 643m/4)} T
4

= *nz;) [QW 2 (COS( T)+eos (?)T)ﬂ %T

+o00 n

_ i;:oylm 4 cos (%T) cos (%T) % (formule 2coco)
pry %P
n=2p 422,, v COS( 2 ) (2p)!
ak

_ 1 2k 4 (_1\k T
p=2k 42_:2 4-(=1) (4k)!

_Z4k )k 534

Arctant +°° yrg2ntt
Ex 7 1) Montrer que pour tout z €] — 1,1 / —dt =
x ) que p ] [, Z 2n e

n=0

1 +oo
Arctant -1

2) Montrer que/ AT gy — 27( ) 5 -
0 t “(2n+1)
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oo 2n+1
Sol. 7) : 1) Nous savons (ou nous retrouvons rapidement) que Vz € [—1, 1] Arctanz = E (—1)"232 1
n
n=0
Arcta 2"
Donc 7M = E 2n T . La rayon de cette série vaut 1.

Sur l’intervalle ouvert de convergence, on peut primitiver terme a terme notre série, la primitive s’annulant en 0 vaut alors :
+oo
t2n ( l)n :E?n-&-l

* Arctant X e —
Vee]—1,1] [ S5 = —1) =S
z €] [/0 t Z/O( VT ;::0(271“)2

Arct L Arct
2) On sait que hm/ de:/ Arctan @
0

dz. Il reste a démontrer que
x

+oo n..2n +oo n
Lyt 3 ()
a1 = (2n +1)? —(2n+1)>

(résultat automatique par le théoréme d’Abel radial aujourd’hui hors-programme).

1)" 2n+1
Mais c’est facile car la série de fonction 2)7 converge normalement sur [0, 1].
= (2n+1)2
On utilise alors le théoréme de continuité (en 1) pour les séries de fonctions.

Remarque
On peut également utiliser le théoréme d’intégration terme & terme du programme (pour l'intervalle d’intégration [0, 1).

2n
T
(@) ifi ffet 1 E d
n vérifie en effe que a série >O/ 27?,—|—1
n

1
T = Zm converge (hypothese principale du théoréme).

On veut développer en série entiére la fonction z — f(z) =Iny/22 — 2z cosa+ 1 on a € |0, 7 [.

1 1 1
1) Justifier et établir que, pour tout z € R, on a f'(z) = 3 ( — + —m)'
T—e T—e€

2) Développer f en série entiére et préciser le rayon de convergence.
3) En déduire le développement de f en série entiére.

Sol. 8) : 1) En remarquant que, pour tout z réel, on a 2?2 —2xcosa+1= (x — cos a)2 +sin? a

et puisque sin a # 0, on en déduit que 22 — 2z cosa + 1 > 0.
Alors la fonction f est définie sur R et dérivable comme composée de fonctions dérivables.

) T — Ccos - P . . .
On obtient f'(z) = et on vérifie, en réduisant au méme dénominateur que

22 —2xcosa+ 1
1/ 1 1 ,
2 (xem +xem) = f@).

1 1Y
2) Pour tout x réel, on a donc f'(z) = Re (m—ew‘> = —Re (e) i

1—eox
Sizec]—1,1[,ona|ez| <1, et donc on peut utiliser la série géométrique pour obtenir

ia

+oo
: — = za § ezna n o__ 2 el(n+1)o¢xn )
—e"r
n=0

En prenant la partie réelle de cette expression, on en déduit que

+o0 too
fl(x) = —Z(cos(n + 1)a)z™, et la série entiere Z(cos(n + 1)a)z™ est de rayon au moins 1.
n=0 n=0

Mais en utilisant la relation cos2(n + 1)a = 2cos*(n + 1)a — 1,

on en déduit que la suite (cos(n + 1)a) ne peut pas converger vers 0.
+oo

Donc la série Z(cos(n + D)a)z™ est de rayon 1.
n=0

cosna

+
Alors, en prenant la primitive qui vaut 0 en 0, on en déduit que si x € -1, 1] f(z) Z , et la série entiere

obtenue est encore de rayon 1.
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MINES 2016 RMS

_1 n
Soit, pour n € N avec n > 2, a,, = In (\/ﬁ'i'()>
Vn+1

1) Nature de la série de terme général a,, ? de la série de terme général (—1)"a,, ?
2) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général a,z".

Sol. 9) :

Vi (=1)" (=™ 1 1 =nr 1 1
1) — =1+ T —%—&-n_}q_w e donc a,, = Tn _ﬁ—i—n—g-oo pETE
Donc Zan et Z(—l)”an divergent.

n>=2 n>=2
1

2) lan| oo T donc R = 1.

Exercices d’entrainement

X 2016 rMS
+oo

Trouver (u,) € RY telle que la suite (u,) ne converge pas, la série entiere f : x — Z u,x” ait un rayon de convergence égal
n=1
a 1et f(x) posséde une limite quand x — 1.
1

Sol. 10) : Il suffit de prendre f(z) = T2
T

Calcul d’un développement en série entiére.
Donner le développement en série entiere (DSE) au voisinage de 0 (x € R) des fonctions suivantes en précisant le rayon de
convergence de la série entiére obtenue :

2 1 @)=

¢) f(x) =In(x? — 52 +6) d) g(z) =e “sinaw.

+oo
1 1 1 1 n
Sol. 11) : a) f(x) = il o : = anzo(—l)” (%) pour = €] — 4,4[, | le rayon vaut 4. ‘
72 too 72n
b) f(z)=In(2—2)=In2+In(l — ?) =In2— Z — pour T €] — V2,V2[, | le rayon vaut v/2.
n=1

Q)22 —5z+6=(3—2)(2-2) f(:c)zln(3—z)+ln(2—x)=1n6—|—ln(1—§)—|—ln(1—g), le rayon vaut 2.

oS - (0]

d) g(z) = e Im(e"™) = Im(z (_1:'_ ) z") R =400
n=0 '
00 n +00 n ™
g(I) _ Im(zo(\fg) ein37r/4mn) — z;)(\/ni') sin (34> "

Recherche de somme

Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres suivantes (r € R) :

) Z 1,3n b) Z f ) Z x4n d) Z (_l)ann
“ nt1 Z el Y St X 2n+ ) X (20— 1) % x3x 1

neN n

1 n 1 n 2
l—2 142 1422

1 1
INDICATION : on pourra utiliser la décomposition T 1= [
-
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Sol. 12) : a) R =1

too n 3

1 In(1 —

siS(z) = E ni T on dérive 2S(z) qui nous donne T et 2S(z) vaut 0 en 0 donc 2S(x) = — In(1—2z) donc| f(x) = —%
n=0

b) R = +oo, | pour z > 0, ch(y/z) et pour x < 0, cos(/|z|)

1 1 1 1 2
¢) R=1, zf(x) a pour dérivée =11 L_w + Tz + 1—|—a:2} et vaut 0 en 0 donc
1 1
flz) = P [ln (1 i_ ;) + 2Arctanm}
n too n
d) R = +00, a, = i(ﬂx)gn d'on (V2z)f(z) = Zi(\/ﬁw)%'|r1 = sin(v/2z) donc
(2n+ 1)! n:O(2n+ 1)!
(@) sin(v/2z)
)= ——+>
V2x
+oo
Soit Zanz" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere
=0
400 a "
Z—nz" est infini.
= n!

Sol. 13) : Soient a € R tel que 0 < a < R, et z € C. La suite (|a,|a™) est bornée. Soit M un majorant de cette suite.

n n
a L [z - L L [lz - -
On a alors ‘—T||z|” < M—' <|> Et comme la série de terme général — <||> est une série convergente (série de
n! o n! \ «
lexponentielle), on en déduit que la série de terme général a,,z" /n! converge absolument.
+oo a
s . . n . .
La série entiere E —'z” a donc un rayon de convergence infini.
n!
n=0

- . I : . . s = (=)re
1) Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f d’une variable réelle définie par f(x) = Zm
n=0
2) Calculer la dérivée seconde de = +— 2% f(z?) pour x appartenant a l'intérieur de D;.
3) En déduire une expression simple de f(z) pour tout = € Dy.

Sol. 14) : a) R =1

. 1
en —1, il y a convergence (~ —)
en 1, série alternée mais de toute fagon abs conv.
ainsi, Dy = [—1, 1] avec continuité sur [—1, 1] par le théoréme (admis) d’Abel radial.

+0oo (—1)n$2(n+1)

b) powr & €] = 1,1[, #*f(a?) = Yo e

n=0
+oo 1
Cette derniere série entiere a pour dérivée seconde g 2(—1)"2%" =2 T
+x
n=0

c¢) D’ou (:UQf(xQ))/ = 2Arctanz + K avec K = 0 car dérivée en 0 nulle (pas de terme constant).

¥ 1

Puis : 22 f(2?) = 2/ Arctantdt = zArctanx — 3 In(1 + 2?)
0

_ Arctanz  In(1+ z?)

=— p

_ Arctanyz In(1 +2)

T Vz T

On refait le méme raisonnement avec 22 f(—x?)

+oo 2(n+1)
T
2 f(~a%) =

Z (n+1)(2n+1)

n=0

Ainsi f(z?)

D’ou, pour z > 0, | f(x)
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+oo
1 1 1
Ctt d P3N ;. t.\ d/. 2 d 22n:2 —
ette derniére série entiére a pour dérivée seconde T;) x 2 - 1-= +1 g
1
D’otu (J:Zf(—xQ))/ =In (Jz) + K avec K = 0 car dérivée en 0 nulle (pas de terme constant)
2 2 o1+t
Puis : 2 f(—2*) = In T dt=1-2)In(l —2z)+ (14 2)In(l + x)
0 _
1= 1
Ainsi f(—2?) = ( 2;10) In(1—2)+ @ In(1+ x)
x x

1—+/ 1+ 4/

D’ou, pour z < 0, | f(z) = (|||x) In(1 —+/|z]) + (—|—||m|) In(1++/|z|)
x x

Enfin, pour le valeur en —1 et 1, on prolonge par continuité.

x
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e / e’ dt.
0

1) Montrer que f est développable en série entiére sur R.

2) Etablir que f est solution de 'équation différentielle v/ + 2zy = 1.

3) Déterminer le développement en série entiere de la fonction f.

12

Sol. 15) : 1) La série entiere de 'exponentielle étant de rayon infini, les fonctions z +— e™" et x — e sont développables

en série entiere de rayon infini.
xr
2
Alors la fonction = — e dt ’est aussi comme primitive d’une fonction développable en série entiére de rayon infini.

0
On admet f lest également comme produit de deux fonctions développables en série entiere de rayon infini.
2) La fonction f est dérivable et, pour tout z réel, on a f'(x) =1 — 2z f(x), avec de plus f(0) = 0.
“+oo

+oo
3) Pour tout z € R, on pose f(z) = Zanz”. Alors f'(z) = Z(n + 1Day 2™,
n=0

n=0
On obtient
+oo +oo
fl@)+22f(x) =D (n+ Dappaa™ + Y 202"t
n=0 n=0

En faisant le changement d’indice de sommation n +— n — 1 dans la deuxieme somme, on obtient

+oo —+o0
fl@)+2zf(x) =Y (n+Dapaa™ + Y 20, 12"
n=0 n=1
—+o00
=a; + Z((n + Dapt1 + 2a,-1)z™.

n=1

Comme cette série doit étre égale a la série constante 1, 'égalité précédente implique 1’égalité des coefficients des deux séries.
On a donc a; =1, et, pour tout n > 1, on trouve

(n+ 1)apt1 + 2an—1 =0,

avec de plus la condition initiale ag = f(0) = 0.

Il résulte immédiatement par récurrence que les termes de rang pair sont nuls
(ce qui était prévisible puisque la fonction f est impaire).

Pour les termes de rang impair, on a la relation

-2
A2p+1 = m a2p—1,
d’ou 'on déduit, également par récurrence, que
(=2)”
a = .
T 2p+ 1) x (2p—1) x -~ x 1

Donc, pour tout z € R, on a

+o0 .
_ (—2)Pa 2Pt ) e
f(m)ipzz;)(zp‘Fl)X(Zp—l)x...xl*I;(—l)m 2p+1
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Soit (an)nen une suite réelle telle que ag > 0 et a, 1 = In(1 + a,) pour tout n € N
1) Etudier la suite (a,,)

2) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere E anx”
neN

3) Quelle est la nature de la série pour x = —R et £ = R (dans le second cas, on pourra étudier la nature de la série de

a
tennegénéalh1< ”+1>)?
Qp

Sol. 16) :

1) In(1 4+ ) < x pour > —1, conséquence : (a,) \ en plus a, > 0 donc a, — £ > 0,
de plus £ =1n(1 4+ ¢) donc £ =0
2) ant+1 = In(1+ ay,) donc apn41 ~ . an donc R =1 (d’Alembert)
n—r+00

3) en —R, E (—=1)"a,, converge par le critére spécial des séries alternées.
neN

en R, Zan. Ona 21 =194 4 (an). (technique Raabe-Duhamel)

Qp 2 n—+oo

neN

an+1 an . - an+1 A
In( Uas ~ ——" signe constant donc les séries E Gy, €t E ln(L) sont de méme nature,
an n—-+oo 2 (7%

or In(a,) — —oo donc les séries divergent.
n——+oo

1) Déterminer les solutions développables en séries enti¢res de 1’équation différentielle suivante
Y!() — 20y ()~ 2y() =0 ()

vérifiant 3’(0) = 0. Donner une expression pour ces fonctions.
2) En déduire la solution générale de I’équation différentielle que 'on exprimera & ’aide de la fonction

T e
T > e " dt.
0

3) En remarquant que pour tout x > 0,

/‘ 5?emﬂfﬁ)&s;57/h exp (—t%) dt,
x x x

Foo exp (—2?)
rouver que e —t%) dt _
prouver q Lé' xp (=) dt ~ ——
4) Déterminer les solutions de I’équation différentielle qui ont une limite finie en +oo.

Sol. 17) :
1) On a arrive pour tout n € N, (n + 1)(n + 2)an 2 = 2(n + 1)a,, donc a

2

Apio = ——a
s n+2

n-
On impose de plus que a; = 0 donc pour tout n € N, agn4+1 = 0.
Puis

2" ag

Q2n = 5 (2n) do =

=
x2n

On obtient donc aOZF' Cette série a un rayon infini et pour tout = € R,
n>0

+00 2n
< 2
ap E —_— zaoexp(a: )
n!
n=0
xQn
On obtient donc la série entiére E —-
n

n>=0

8/21

M. Rezzouk



PC - ENCPB Séries entiéres et applications aux probabilités Corrigé

2) La fonction yg :  — exp (mz) ne s’annule pas, on s’en sert pour trouver toutes les solutions.
On pose y(x) = A(z)yo(z) et on obtient
N'(x) + 22\ (x) = 0.

Donc X (z) = Kexp (—2?) et Mz) = K/ exp (—t%) dt + C.
0

Finalement, | y(z) = Kexp (1’2) / exp (7t2) dt + Cexp (1’2) .
0

3) On a

+oo
/ exp (7t2) dt

IPP en passant a la limite

_ &Xp (—2%) Tl 2
= o — /w 3P exp (ft ) dt
exp(—x2
_av—gl—oc( (21 ))

4) On a y(z) = (K/Om exp (—t%) dt + C) exp (z°%) .

xT
On doit nécessairement avoir K / exp (7t2) dt+C — 0donc
0

r—+00

+oo
C= —K/ exp (—t2) dt.
0

oo

1l vient y(z) = —Kexp (z?) / exp (—t*)dt ~ K 0.
T

T—+o00 20 x—+o00
Donc y a bien une limite (nulle) lorsque z tend vers +oo.

1) Montrer que la série entiere

+oo |
Z n: 2n+1
213 (2n 1 1)
a pour rayon de convergence \/i
+o0 '
Pour tout x S :| 7\/57 \/5 |:, on pose f(l') = ;)2[37;27’]‘—’—1) I2n+1 .

2) Montrer que f est solution de I’équation différentielle
(B) (2?2 —2)y +a2y+2=0.
3) Déduire de ce qui préceéde une expression explicite de f.

n'

Sol. 18): 1) Sin}oetIER*,pOSOHS anzlg—w.Ona
. DR n
2n+3 1
|a|”+1“:n+1| | = 2” j_ 3 |z|?, et la suite ainsi définie converge vers |z|?/2.
anx n

Il résulte de la régle de d’Alembert pour les séries numériques que la série de terme général a,z2"+! converge absolument si
2
a2/2 < 1,

cest-a-dire si || < V2, et ne converge pas absolument si |z]?/2 > 1, c’est-a-dire si || > V2.

+oo
La série entiere Zanx2"+1 est donc de rayon de convergence v/2.
n=0
+oo
2) Pour tout x € ] V2, V2 [, on obtient f'(z) = Z(Qn + Dapz®
n=0
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donc, si I'on pose F(z) = (22 — 2)f/(x) + z f(z), on obtient

+oo —+o0 +oo
F(z) = Z(Qn +1)ayz®"t? -2 Z(Qn + 1anz®™ + Zanx%”
n=0 n=0 n=0
+o0o +o0
= 2(271 +2)anz?t? —2 2(211 + Danz®
n=0 n=0
+ oo 400
= ZQnan,le” -2 Z(Qn + Danz®®
n=1 n=0
+oo
= Z2(nan,1 — (2n+ Day)x"™ — 2.
n=1
Et puisque na,_1 — (2n 4 1)a,, est nul pour tout entier n, il en résulte que (z? — 2)f'(z) + zf(z) = —2.
Donc f est bien solution de ’équation (E).
3) Si |z| < V2, équation homogene (2® — 2)y’ + zy = 0 s’écrit 3 = 2;67 y, ce qui donne y = 2C >
- -
. . - o2t -2 , V2
En utilisant la méthode de variation de la constante, on obtient C'=-2,donc C' = —————, et finalement

vama 1 (@/V2)?

C = 2Arcsin—— + A, ou A est une constante.
V2
2
Alors, compte-tenu du fait que f(0) =0, on obtient f(z) = —— Arcsin—— .

V2 — 22 V2

X 2016 RMS

Sin € N, on note f, le cardinal de ’ensemble
{(a, b,c) N3, a+2b+3c= n}

+oo
1
Montrer, pour x €] — 1,1 : =202 1=) = anxn.

n=0

Sol. 19) : Immédiat, produit de Cauchy.

Ex20] @

Soit (a,) une suite de nombres complexes. On suppose que Z anz™ a pour rayon de convergence R > 0.

n
1
7 . n n
1) Déterminer les rayons de convergence de Z(an Inn)z™ et Z (an kz_l k) x”.
+oo
2) Donner un équivalent simple de Z Inna™ quand z — 17

n=1

Sol. 20) : 1) Soit R; le rayon de convergence de la série entiere Z(an Inn)z". Lorsque |z| < p < R, on a |(a,Inn)z"| =
n

lan|p™ Inn J=l .

La suite (Inn(]z|/p)") converge vers 0. Elle est donc bornée. Si M est un majorant on a alors |(a, Inn)a"| < M|a,|p" et la

série de terme général a,, Innz™ converge. Il en résulte que Ry > p, et donc que Ry > R.
Inversement, puisque, pour n > 3, on a |a,| < |a,|Inn, on en déduit que R > Ry. Finalement R; = R.
n

En utilisant I’équivalent Z 1/k ~ Inn, on en déduit alors que la deuxiéme série proposée admet encore comme rayon de
k=1

convergence R.
n

1
2) D’apres la question 1) appliquée a la suite constante (a,,) = (1), les séries entieres Zln nx'" et Z (Z k) z™ sont de

k=1
n
rayon de convergence 1. La suite (g,,) définie par ¢, = P Inn, converge (sa limite est la constante d’Euler). Elle est
k=1

donc majorée par une constante M. Alors

—+o00 +oo n 1 —+o0

Zlnnx" = Z (Z k) " — Zenz".

n=1 n=1 \k=1 n=1
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Mais en effectuant le produit de Cauchy, on obtient, pour |z| < 1,

e (£4)(£2) £ -

A ln 1—2x)
n
ngzl Innz N g enx”

3

Donc

Lorsque 0 <z < 1, on a

400
> et <
n=1

donc

M

—z)’

1—=x
lnl—z ZE"

et il en résulte que cette expression tend vers 0 lorsque z tend vers 1. On en déduit que, lorsque z tend vers 1, on a

Faire les exercices de la fiche équations différentielles

Exercices d’approfondissement

X 2015 RMS
Soit f :x — Z x"

1) Determlner 1e rayon de convergence de la série qui définit f.
2) Donner un équivalent de f(z) lorsque z — 1~

+oo 00 +oo
Sol. 21) : 2) Pour Inaz = —u, ot u > 0 est appelé a tendre vers 0, Z ™ = Z emun®, L’intégrale I(u) = / e dr =
n=1 n=1 1

oo o Foo 2 1 \/E
/ ——do est équivalente & — / e~ % do = — ——. Cette intégrale est un infiniment grand devant le premier terme
Vu Jo

Jva Vu Vu 2

de la série, donc la technique de comparaison série-intégrale s’applique.

# X 2019 RMS

1) Soit f la fonction continue sur R telle que f(x) = e/

si ¢ # 0. Est-elle développable en série entiere autour de 07

2) Soit g € €°(R,R). Montrer que g est développable en série entiére dans un voisinage de 0 si et seulement s’il existe
M >0, a > 0 et > 0 tels que, pour tout x €] — n,7[, on ait [¢" (z)] < M-a™ - n

3) (je ne sais pas faire) On revient a la fonction f de la question 1).

Montrer qu'il existe 7 > 0 tel que pour tout n € N, sup |f™ (z)| > (n')%
lz|<n

Sol. 22) :
1) Non car pour tout n € N, f™(0) =0 et f > 0 en dehors de 0.
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2) <« avec le reste intégral.

= (k+n)! "
= Pour tout z €] — R,R[, g™ (z) = 27 CQppk T

k!
k=0
Soit a €]0, R[. La suite (a,a™), ¢, est bornée, soit K un borne.
Soit 1 €]0, a].
On a pour tout z €] —n, 7],
+o00 k
n (k+mn)! ik 17|
‘g( )(I)’ < Z k! “anyr| @ e otk
K <X (k + n) |m>
< —
FORLENE
k=0
n!
(1 =[] /)™

N

N

ce qui montre le résultat.

3) a faire, aucune idée.
1
Si f™(z) =P, (x> f(z) alors P, = —X?P/, +2X°P,,
Donc P,, = 2"X?" +
1\*" 2
Ainsi (n) ~ on |z —1/z )
insi, f'"(z) s <x) e

3n
5

/2
Donc je suppose qu’on peut regarder en 3
n

Maximum de z — 25"~ en

& X 2017 RMS

Soit 7 € N\ {0,1}. Pour n € N*, on note a,, le nombre de mots de n lettres sur alphabet {0, 1} ne contenant pas r zéros
+oo

consécutifs. On pose ag = 1. Soit f: x — Z anx”
n=0

1) Montrer que le rayon de convergence de f est > 0.

2) Trouver une relation de récurrence entre les ay,.

3) Exprimer f(x).

Sol. 23) : 1) Pour tout n, a, < 2", donc R >
2) Pour n <7 —1, a, = 2" (méme si n = 0).
Pour n > r, un mot s’écrit Oklmn,k,l, avec k € [0,7 — 1] et my_,_1 un mot vérifiant la contrainte de longueur n — k — 1.
r—1
Donc Qp = Zan—k—l =0p—rt+ap—pt1+ -+ an-1.
k=0
3) 1l sera avantageux de transformer cette relation de récurrence pour obtenir une relation valable pour tous les indices n
entiers (en particuliers inférieurs & r), ce qui est possible comme ceci : on pose ax = 0 pour k < 0, et, pour tout n € N,
0O pourn>r
lpourn<r—1.

Cela va entralner que a,, = ap—r + ap—pt1 + -+ + an—1 + €, pour tout n € N.
n—1

En effet, ZZ’“ = 2" —1 de sorte que, pour 0 <n < r—1,
k=0

l\D\H

En =

ap=ag+ -+ ap_1+1=2".
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Nous pouvons alors écrire (avec une sommation qui court sur N) :

+oo “+o0
Z anmn = Z (an—r +apn—py1+--t+ap—1+ 6n)xn~
n=0 n=0
Autrement dit, pour tout z tel que |z| < R,
r—1
f@) ="+ +a) f2)+ ) _a,
k=0
Finalement,
l4+z4+a%4-+a !
f(.’I:) = 1 r °
— I —_ e e — x
Remarque. Le rayon de convergence est alors le minimum des modules de racines de 1 —z — - - - — z". On peut voir tout de

suite que = < R < 1, et méme R < 1 car, par le théoréme des valeurs intermédiaires (le dénominateur est négatif en x = 1

et positif en z = 1/2), il y a une racine sur |0, 1[ pour r > 2.

Remarque. Dans le cas général d’'une série entiere dont le terme général vérifie une relation de récurrence linéaire (&
coefficients constants) d’ordre r, on peut expliciter sa somme sous forme de fraction lorsqu’on connait les r premiers termes
et la relation de récurrence. C’est ce que montre la proposition suivante.

+oo
Proposition Soit f(z) = Z anz", ou, pour tout n = 0, Gptp = Ap—_1Gnip—1 + -+ + Q1@n4+1 + apay,. Alors, pour tout z
n=0

de module inférieur a la racine de plus petit module du polynéme D(z) =1—ap_12—:"— a1 2P 1_ 2P,
f( ) = ! ( ( - )
z ap + (a Qp_100)%
D(z) 0 ! p=170

+ (ag — ap_1a1 — ozp_gao)z2

+ (as — ap_1a2 — ap_sas — Oép_3a,0)23
+ (ap—1 — ap_1ap_o — - — alao)zp_l).

Démonstration. On multiplie chaque relation a4, = 0p_1an4p—1 + -+ + @1Gp41 + apa, par 2™7P et on les additionne :

—+oo +oo —+oo +oo

n+p __ n—+ n+ n+
E Oppx" TP = g Op_10pyp_12" P+ + E 101" TP + g aganx” P,
n=0 n=0 n=0 n=0

Cela est équivalent a

f(x)—ap—a1x — - —ap_ 2P =
ap,lx(f(m) —ag—a1x — - — ap,gacp_Q)
+ ap2®(f(z) —ag — arz — -+ — ap_3a? ")

+ a1z’ (f(z) — ao) + apa? f(z).

En faisant passer a gauche les termes avec f(x) en facteur, et en regroupant les autres & droite triés par degré de z, on trouve
la formule proposée. [

# ENS 2017 rMS

+oo k
Soient f : zHZ(—l)k_l% et Q= {Tew; 0<r<l,—m+e<<7—¢c}.
k=1

1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere qui définit f.

n k
z
2) Pour n € N*, on pose S, : z E (—1)’“_1?. Montrer que (S,) converge uniformément vers f sur €.
k=1

n
INDICATION. Majorer T,,(z) = Z(—l)k_lzk sur Q et écrire
k=1
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Su(z) = Yo D),
k=1

3) On fixe § €] — 7, w[. Soit £ : z € [0,1[— f(xe'). Calculer ¢'.
4) Montrer que x +— '@ g une dérivée seconde nulle.
5) En déduire la valeur de f(e?) pour 0 €] — 7, 7[.

Sol. 24) : 1) Le rayon de convergence est évidemment R = 1.

. - - 1—(=2)")
2) O To(z) = 0, et I t:Ta(z) =Y e = 202 (=2)7)
) On pose Ty(z) et l'on écri (2) k:1( )iz 32

Pour z € Q, |T,,(2)] < = — avec o = mig |14 2| > 0 (car Q est fermé borné).
z€E

1+2
Une transformation d’Abel (voir ’exercice précédent) donne

$,() = SR U3 (o e+

k=1 k=1
M
D’une part, ||— <— = 0.
n g n n—+oo
1 1
D’autre part, la série ,; ( T 1> Tk (z) converge normalement (et donc uniformément) sur €2 car (k - k+1> Tk(2) . <
M terme général d'une série convergente
— v .
k(k+1) & &
i0
3) La dérivée de £ est {'(x) = e f'(xe') = ¥ L L
) v () = e f'( Z ) oo
4) Posons ¢(x) = '@ de sorte que ¢’ (z) = ¢ (x ) (I). Mais alors
1z /2 1" £(z) 1 (ew) / 2
¢ (x) = ((*(z) + " (z)) "™ =0 Caré(x)z—%ﬂ:—(ﬁ(x)) .
(1 + ze™)

5) D’apres la question précédente, ee(“") =" (0) -+ ¢(0). Or p(0) =e” =1 et ¢'(0) =1 car £(0) =0 et £'(0) = e®.

Donc /@ =1+z-¢? et exp[ ( )]—1+x-ei9.
En faisant tendre x vers 1,

exp [f (ew)] =1+¢" =2cos <g) /2 = exp <ln {2 cos <g)] + ZZ) .

, 0 0
Il en résulte que f (ew) =1In [2 cos <2>] + 25 + 2imky avec kg = 0, et, la fonction 6 — kg est continue sur | — 7 +e, 7+ ¢ a
valeur dans Z donc est constante. Sa valeur est 0 car f (eo) = f(1) =In2.

, 0 0
Enfin on fait tendre ¢ vers 0, d’ou f (ew) =1In [2 cos <2>} + 25 pour 8 €] — 7, 7[.

Probabilités révision

Soient X et Y deux v.a.d. indépendantes sur (€, 7, P) de lois respectives de Poisson Z(\) et & (p). Déterminer la
fonction génératrice de X + Y. En déduire la loi de X 4+ Y.

Sol. 25) : On a pour tout t € [—1,1], Gx(t) = exp(A(t — 1)) et Gy (t) = exp(u(t — 1)).
Donc, par indépendance, pour tout ¢ € [—1, 1],

Gx+v(t) = Gx(t) - Gy (t) = exp((A + p) (¢ = 1)).
Comme la fonction génératrice d’'une variable aléatoire caractérise sa loi au voisinage de 0, on reconnait
X+Y ~ZA+p).
On considére une variable aléatoire N : QO — N* et une famille de variables aléatoires X,, : Q@ — N, on suppose que
les variables N et (X,,)n,>1 sont indépendantes et que les variables aléatoires X,, ont méme loi.

Pour ¢ € [-1,1], on note Gy(t) = E (¢) = Z[P n)t" et Gx,(t) = E (*7) les fonctions génératrices associées.
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N
1) On définit la variable aléatoire discréte S = ZX”' Déterminer la fonction génératrice Gs(t) = E (¢5) en fonction de

n=1

Gy et Gxi sur ] -1, 1[.
(on s’autorisera sans justifier en filiere PC interversion des signes somme).

2) Application On lance un dé de 6, on note le nombre obtenu sauf si on obtient un 6 auquel cas on relance le dé, on
note alors la somme des deux nombres obtenus sauf si on a encore obtenu un 6 auquel cas on relance le dé etc. Une fois
cette somme N notée (par exemple on a obtenu les lancers 6, 6 et 4 donc N = 16), on lance N fois le dé et on inscrit le
score obtenu S. Quelle est I'espérance de S c’est-a-dire le score en moyenne ?

Sol. 26) :
1) On remarque que pour tout n > 1 et t € [—1,1]

G (0= (Gx, (1)

> X

i=1

car les (X,,), >1 sont mutuellement indépendants et de méme loi.
Pour k € N, en utilisant le sytéme complet d’événements {N = n},>1,

+oo n n
B k) - ngl[P (;Xl = AN= n) par mdependdnce Z[P (sz - k)

+o00 400 +00 n
Pourt € [-1,1], Gs(t)=> P(S=k)tF=> )" P (in_kﬂ tk
k=0 k=0n=1 i=1

—+oo

+oo n
= Z[P (N=mn) Z ([P (le = k) tk> par échange des signes sommes
n=1 =

k=0
“+o0
:ZP(N:n)( ) Z[P ) (Gx, (1)
— Gn (Gx, () = (G; 0 Gx,) (t )-

(HP pour la filiere PC : 'échange des sommes est justifiée par la sommabilité de la famille (P (N = n) - P (X; = k) t*)
pour t € [—1,1], 0 < |Gx, ()| < Gx, (Jt]) < Gx,(1) =1 et que Gy est définie sur [—1, 1]).

2) On voit facilement que pour p € N, k € [1,5], P(N=6p+ k) =

gPt1°
t""’*k e R
Do 911G = 3 B S R L
p>0 ke[1,5]
g t(1-1t9
Ensuite, Gx, (¢ 62 1 ) d’ott on en déduit la fraction rationnelle pour t €] — 1, 1], Gn (Gx, (t)) = Ggs(t).

On vérifie avec un loglclel de calcul formel ou bien avec le module sympy de Python (ou encore sage) ou si on est tres

56
courageux d la main, par limite que G'(1) = = ~ 11,2 ce qui permet de dire que la variable aléatoire S admet une

56
espérance finie de valeur =

Voici un petit programme Python testant statistiquement la moyenne et effectuant le calcul symbolique de G'(1).

e N
import random as r

def de():
return r.randint (1, 6)

def nbtirage():
= de()
boucle = S ==
while boucle:
= de()
S +=d
boucle = d ==
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f N
return S
def somme(n):
S=0
for i in range(n-1):
S += de()
return S
N = 1000000
L = [somme(nbtirage()) for i in range(N)]
print("Test statistique pour N = {}, moyenne = {}".format(N, sum(L)/len(L)))
- J
La sortie est
~
Test statistique pour N = 1000000, moyenne = 11.210539
N J

[Ex 27 4

Marche aléatoire équilibrée, retour a l’origine

On pose S, ZX”“ avec (X,,) v.a.iid. de Rademacher.

On note pour n > 1, pn = P(S, =0) et f(n) =P(S,, =0,59 #0,---,S,-1 # 0) probabilité de premier

conviendra que Sg = 0 et donc que pp = 1. En revanche on prendra f(0) = 0.
2k 1
k 4k n——+oo ‘/7T]€.

1) Montrer que pour n = 2k, p, = (
2) Calculer f(1), f(2)

3) On pose S(t ant” et F(t Zf )t" (séries entieres de rayon > 1).

1

Vi—t2

4) On note Ay « le premier retour en 0 se fait & I’étape k ».

Vérifier que pour |t| < 1, S(t) =

Montrer que pour n > 1, P(S,, =0) = Z[P(Sn =01 Ag)P(Ag).
Que vaut P(S,, =0 ] Ay) ? (c’est le point-clé de I'exercice).

5) Montrer que pour n > 1, p, = an,kf(k)

En déduire que pour |t\ <1, S(t )_— 14+ S(t)F(t )
6) En déduire que F(t) =1 — /1 — ¢2. Calculer f(n).

7) Montrer que presque surement, on a un retour a l'origine.

Sol. 27) :
1) Sans difficulté puis Stirling.

2) F(1) = P(S1 = 0) = 0 et f(2) = P(Sz = 0) = = (= P(Xz = —X,)).

Zaktk vaut

2k\ 1
%= )
1

V-2

= bJ\P*

3) On peut voir que le k¢ coefficient, ag, de

Donc, en ne considérant que les pairs, S(t) =

n
4) {S, =0} C U Ay d’ou Iégalité (attention, on n’a pas un systéme complet d’événements).

k=1
P(S, =0] Ag) = P(S,—x = 0) point clé de la démonstration.
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5) On écrit I’égalité de la question précédente.

= Z[P(Sn =0] Ap)P(Ay) se traduit pas
n = anfkf(/ﬂ) (ceci pour n > 1).

On peut la prolonger en p,, = an_kf(k) puisque f(0) =
k=0

On reconnait donc le produit de Cauchy de ant” par Zf(n)t" (on a bien abs. conv. sur | — 1,1[) mais avec la
n>0 n>=0

subtilité que 'on a 1’égalité pour n > 1.

On peut donc écrire que

+o00 400 n
=1+ pat" =1+ Z <an_kf(k)> "
n=1 = =
+oo
=1+ <Zf(n>t”> (an ) pof(0)
n=0 n=0

=1+ S(t)F(t).
6) On en déduit sans difficulté que F(t) = /1 — ¢2.

—+00
On écrit que /1 —t2 = Zagnt% avec
n=0

1 1 m—3\ 1 1 (2n)! 1
Qop ==X [ —= ) x--- x| — X = =—
2 2 2 nl 2" 2" (nl)22n — 1

Ainsi, pour n > 1, | f(n) = 5 T
n—

(remarque p(1) = 0, on retrouve f(1) =0).

7) On cherche P |_|Ak = E fn) = lm% F(t) = F(1) = 1 par convergence normale sur [0,1] (et théoreme de conti-
—
k>1

nuité).
Ainsi presque siirement, on a un retour a l’origine.
Remarque on peut montrer que le temps d’attente n’a pas d’espérance (espérance infinie).

Ex 28]

Jeu de dés, Galton-Watson - Python
On considére une variable aléatoire N :  — N et une famille de variables aléatoires X,, :  — NN, on suppose que les
variables N et (X,,),>1 sont indépendantes et que les variables aléatoires X,, ont méme loi.

Pour ¢ € [-1,1], on note Gy(t) = E (¢) = Z[P n)t" et Gx,(t) = E (¢*) les fonctions génératrices associées.
N
1) On définit la fonction S = ZX"' Montrer que la fonction S est une variable aléatoire discrete et déterminer la fonction
n=1

génératrice Gs(t) = E (t°) en fonction de Gy et G, sur ] — 1,1.
(on admettra que 'on peut échanger les sommes doubles dans cette question).

2) On suppose que les variables aléatoires X; et N possédent une espérance. Montrer que S posséde une espérance et la
calculer.

3) Application I. On lance un dé de 6, on note le nombre obtenu sauf si on obtient un 6 auquel cas on relance le dé, on
note alors la somme des deux nombres obtenus sauf si on a encore obtenu un 6 auquel cas on relance le dé etc. Une fois
cette somme N notée (par exemple on a obtenu les lancers 6, 6 et 4 donc N = 16), on lance N fois le dé et on inscrit le

score obtenu S. Quelle est ’espérance de S c’est-a-dire le score en moyenne 7 Vérifier votre calcul par un test statistique
écrit en Python.
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4) Prolongement et application II, processus de Galton-Watson

On étudie & la descendance d’un individu au cours des générations dans une société patriarcale . On suppose que le
nombre de descendants masculins d’un individu suit une loi de Poisson de parameétre A €]0, +oo[. On note Sy le nombre
d’individus masculins au début de ’étude, S,, le nombre de descendants a la n® génération. On suppose que Sy = 1.

a) Ecrire une fonction en Python renvoyant le nombre de descendants masculins a la n® génération puis donner une
valeur expérimentale de E (S,,) et de la variance V(S,) pour A =2,2 et n = 8.

INDICATION on pourra utiliser la fonction poisson(lam) du sous-module
numpy . random.

b) On modélise de la fagon suivante : on se donne une famille de variables aléatoires indépendantes (X; ;) (,j)enxn=;
Sp—1

de méme loi de Poisson de parameéetre A > 0 et on pose So =1 et pourn > 1, S,, = Z Xn—1,5-
j=1

Déterminer la fonction génératrice Gg, de la variable aléatoire S,,.
c) Quelle est la valeur théorique de E (S,,)?
d) Méme question pour la variance de S,,.

Sol. 28) :

n
1) Pour tout k € N, {S=k} = U {N =net ZX” = k} est bien un événement donc S est bien une variable aléatoire
n=1
discrete.
Pour tout £ € N,

00 n 400 n
[P(Szk;)zZ[P(N:n,ZXn:k> S Z[P(N:n)[P(ZXi:k)
’I’L:l n:]_ par imdependance n:] i—1

Pour t € [-1,1], Gs(t) = +io[P (S=k)th = ff? (N=n)P (ix = k) tk
l—c:j o k:On:i i=1
=Y P(N=n) ([P (in = k:) tk>
:L_z:) k=0 i=1 -
=Y P(N=n) Gi < (t)> =Y P(N=n)(Gx,(#)"
n=1 i=1 ’ n=1

L’échange des sommes est justifiée par la sommabilité de la famille (notion HP en PC)
(P(N=n)P(X; =k) tk) ,» pour t € [-1,1], 0 < |Gx, (t)| < Gx, ([t]) < Gx,(1) = 1 et que Gy est définie sur
[-1,1].

2) Rappelons qu’une série génératrice Gx est continue sur [0, 1] et qu’elle est dérivable en 1 si et seulement si la variable
aléatoire X posséde une espérance et qu’alors la fonction Gx est de classe €* sur [0, 1] et G4 (1) = EX.
Nous avons pour tout ¢ € [0,1], Gs(t) = Gy (Gx, (t)) , donc pour tout ¢ € [0, 1],

Gs(t) = Gx, () x Gx (Gx, (1)) -

k>0,n>

Comme lim G, (t) =1, lim Gk (t) = EX; et que lim Gi(t) = EN, il vient, par le théoréme de prolongement %",
t—1- t—1- t—1-

que la fonction Gg est de classe €' sur [0,1] et en particulier G§(1) :‘ ES = EX; x EN

1
3) On voit facilement que pour p € N, k € [1,5], P(N=6p+ k) = e
ootk 2 IR 14
Donc pour t €] — 1,1[, Gn(¢) = Z W:Zt xz6p+1:61—t1—t/6'
p=>0,k€[1,5] k=1 p=0
—4t® + 27t + 2263 + 172 + 12t + 6 16

Dot Gi(t) =

il vient EN = lim G (t) = —
o) , il vien lim n(t) E

Ie~, 7 167 [56
Ensuite, EX; = 6;’“ =5 don [ES|= EX; x EN = +57%

Voici un petit programme Python testant statistiquement la moyenne

1. Ce modeéle date du XIX® siecle...

18/21 M. Rezzouk



PC - ENCPB Séries entiéres et applications aux probabilités Corrigé

4)

-
import random as r
def de():
return r.randint(1, 6)
def nbtirage():
S = de()
boucle = S ==
while boucle:
d = de()
S +=4d
boucle = d ==
return S
def somme(n):
S=0
for i in range(n-1):
S += de()
return S
N = 1000000
L = [somme(nbtirage()) for i in range(N)]
print("Test statistique pour N = {}, moyenne = {}".format(N, sum(L)/len(L)))
- J
La sortie est
4 N
Test statistique pour N = 1000000, moyenne = 11.210539
- J

a) Voici le code Python

-
import numpy as np
from numpy.random import poisson
def pop(n, lam=2.2):
S=1
for k in range(n):
# on sait qu'un somme de v.a. de Poisson indépendantes
# est une lot de Poisson de paramétre la somme. ..
S = poisson(S*lam)
return S
lam = 2.2
n =238
N = 10000
L = np.array([pop(n, lam) for i in range(N)])
temp = '''Test statistique ({} échantillons)
moyenne = {:.2f}\nvariance = {:.2f}'"''
moy = sum(L)/len(L)
var = sum(L**2)/len(L) - moy**2
# st N = len(L) est petit, il seratit préférable d'utiliser
varcorrigee = len(L)/(len(L)-1)*var
print (temp.format (N, moy, var))
print("Valeur théorique:\n{:.2f}\n{:.2f}"
.format (lam**n, lam**n*(lam**n - 1)/(lam - 1)))
\ J

(on utilise que le somme indépendantes de variables aléatoires de Poisson est une loi de Poisson de parametre la
somme des parameétres) et le résultat est

Test statistique (10000 échantillons)
moyenne = 547.52

variance = 249955.28

Valeur théorique:

548.76

250489.49

b) On reprend les idées de la question 1) en adaptant un peu.
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Soit F la fonction génératrice commune des variables aléatoires (X ;) (i j)ensxn-
Pour n > 1 et pour t € [—1,1],

+oo +o0+400 n
GSn(t) :ZHD (Sn :k')tk :ZZIP(S"_l ZTL)”D ZXn—l,j =k tk
k=0 k=0n=1 =1
+oo +oo n
= ZUD (Sn—1=mn) Z P ZXn—Lj =k |th
n=1 k=0 j=1

+o0 T
=S P(Su1=n) |G )] = STP (St = n) (F))"
n=1 n=1

> Xn—1,j
j=1

=Gs,_, (F(1)).

(Péchange des sommes est justifiée par la sommabilité de la famille comme précédemment)
Ainsi, avec Gg,(t) =t (car Sg = 1), il vient pour n > 1,

Pour t € [-1,1], Gs, (1)

|
~~
!
(e]
o
!
—
—~
~
~—

avec, ici, F(t) — M1

¢) On montre par récurrence la dérivabilité de la fonction Gg, en 1 et pour n > 1,
Gs, (1) =F'(1) x Gg,_, (1)

Donc la variable aléatoire S,, posséde une espérance et ES,, = E(Xo1) x ES,,—1 = AES,,_1,

comme ESy = 1, il vient

d) On montre la dérivabilité seconde en 1 par le théoréme de prolongement €' de la fonction Gs, (par récurrence
sur n bien sir).

On trouve en dérivant Gg (t) = F'(t) x Gg__ (F(t)) et en passant & la limite, pour n > 1,

n—1

Gg, (1) =F"(1) x Gg,_, (1) + (F'(1))* x G§,_, (1)
=N XA AT X GE (D) = AT NGE (1)

Avec G, (1) =0, F”(1) = A%, et en supposant A # 1, pour n > 2,

GE (1) = A" X2 A"+ ()2 x AP (W) N2

n—1 n—1
AT —1
— )\TL+1 E )\Qk)\n—I—l—k — )\n-&-l E )\k — )\n—i-l
! k=1 " k=0 A=l

(vrai aussi si n = 1).
Gg, étant deux fois dérivable en 1, la variable aléatoire S,, possede une variance et

V(S,) = GE (1) + Gh (1) — (G, (1)

_ )\n-‘rl (A;L_]-l) 4 )\n _ )\271

(A1
- (5=1)

Le lecteur vérifiera que dans le cas oit A = 1, on trouve V(S,) = nA.

#y MINES 2018 RMS
t

Soit g:trs —
g l+te—t

1) Montrer qu’il existe une variable aléatoire X & valeurs dans N dont la fonction génératrice Gx est égale a g.
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2) Soient n > 2, (X, ;)i1<i<jgn des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de X. Déterminer la probabilité que la matrice
0 X172 e Xl,n

M=|" - - : admette un nombre fini de sous-espaces stables.

: . anl,n

Sol. 29) :
1) On apour [t| < 1+e,

—+oo +oo
1 1 1 t" t"
t) = et = . i v
9(t) 1+e © ot 1+e (;m) <Z(1+e)">

1 n=0
1+e

+oo
= g ant™ avec a, > 0.
n=0

Comme les (a,) sont positifs et que g(1) = 1, on a bien une loi de probabilités avec les (ay).
2) Lemme M a un nombre fini de sous-espaces stables ssi Ker M est une droite.

C’est nécessaire car sinon il y aurait une infinité de droites stables dans Ker M = Ey(M).

C’est suffisant car dim(Ker M) = 1 = pour tout k € [1,n], dim (Ker M*) = k.

Raisonnons avec u endomorphisme canoniquement associé a M.

En effet pour k > 1, u(Keru**1)  Keru® et

dim (u(Ker ukH)) = dim (Ker uk'H) — dim (Keru N Ker uk+1) = dim (Ker uk+1) -1

=Keru
Par récurrence, dim Ker u* = k.
Puis dim (Ker u**!) = dim (u(Ker u**')) + 1 < k + 1 donc = sinon ca stationne or u nilpoltente (classique).
Autrement dit, on a une endomorphisme nilpotent indice maximal.

CONCLUSION pour tout k € [1,n], dim (Ker Mk) = k.

Soit F sous-espace stable de dimension k. On a u$™¥ = uk = 0 (prop. des nilpotents)

donc F € Keru® donc égal pour raison de dimension.
e Répondons maintenant a la question.
M a un nombre fini de sous-espaces stables ssirgM =n —1ssi Xj 2+ X;—1,n # 0.

P(Xpg-o- Xp1n #0) = (P (X1 #0)" = (1-P(Xip=0)""
n—1
—-g0) = (1)

l1+e
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