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Suites et séries de fonction

Exercices d'entrainement

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Exercices d’application

Etudier la convergence simple des fonctions suivantes.
En particulier regarder si le caractére 60, €', dérivable est conservé. Etudier s'il y a lieu

iim_ [ 1,

n—+o0o I
1) fu(z)=1In (x + 711) sur [1, +oof
2) fn(z) =2a" sur [0,1]

) n=2 fulz)= 1 pour x € {1, 1} et fn(x) =0 pour z € [0, l[ sur [0, 1]
n n

4) sur [0,1] :

1 P
5) fo(2) = naz?e ™" sur [0, +oof
6) fu(x) = {/z sur [0, +o0]

7) falx) = (1 - %) sur [0,n] et 0 sur [n, +ool, étudier la suite sur [0, +oo]

Soit a un réel positif donné. Etudier la convergence simple, uniforme, uniforme
locale des suites d’applications de [0, 4+o00[ dans R :
" cos(nax).

fu(z) = e ™ sin(nax), gn(z) =e”

1/4

X 2019 B. Dhote

Soit (fn)nen une suite de fonctions de [a, b] dans R telle que

C.S.

fn

fn E-lipschitziennes.

n—-+oo

Montrer que f est k-lipschitzienne et que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

CENTRALE 2013

Etudier la suite de fonctions (f,) de R dans R : 2 — cos™  sinz, puis g, (x) = nf,(z).

Soit f € €(RT,R") telle que Vo > 0 f(z) < x.
On définit (fn),cp Par f1 = fet fuy1 = foof
Donner f(0) et montrer que la suite de fonctions (f,),, ¢, converge simplement sur RT.

On pose f,(x) = n®ze™ ™ sur [0, 1]

1
1) Etudier la convergence simple de (f,,) sur [0, 1]. Calculer / fn. Remarque?
0

2) Si g est continue, étudier a I'aide d’un changement de variable la limite quand n

1
tend vers +oo de / g(t) fn(t)dt
0

& TPE 2015

Pour n > 2, on définit une fonction f,, sur I = [0, +o00[ par

re "

fn(z) =

Inn

1) Montrer que Z fn converge simplement sur [0, +oco[. On notera f la somme de cette
série de fonctions.

2) Montrer que Z fn converge normalement sur tout intervalle [a, +00[ ol @ > 0 mais
pas sur [0, +00.

3)
4)
5)

6)

Montrer que Z fn converge uniformément sur [0, +oo].

Montrer que f est continue sur R, et de classe €' sur 10, +o0].

Montrer que f n’est pas dérivable en 0 a droite.

Montrer que pour tout k¥ € N, on a lim zFf(z) =0.
T—-+00
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# CENTRALE 2015

Montrer que la fonction f définie par

est de classe €°° sur R.

Théoréme de Riemann-Lebesgue dans le cas €.

b b
Soit f € €*([a,b],R), que penser de Eril / f(z) sinnzdz, de Erf / f(z) cosnadx ?

démonstration ?

Exercices d’entrainement

TPE 2018 C. Li

RT™ — R
On pose uy, : 1

x —_ —
n-+nx

1) Montrer que la série Zun(a:)
n>1

converge.

2) Soit f(x) la somme, montrer que f(z) ~
r—

intégrale.

271, 2n+1 )

1) Convergence simple, uniforme de la suite de fonctions f,(z) = 4" (z* —x
[0,1].

2) Méme question avec g,(z) = n(z" — 2" ), € [0,1].

Existe-t-il des intervalles de R sur lesquels la suite de fonctions

1
sin?z + (1 + 22)"

fn(z) =

converge uniformément ?

2/4

—Inx grace a une comparaison série-

, T E

Bx 1] Soit f(a) = 3o ——

Montrer que f est de Classe CK sur R*
Donner les variations de f
Montrer que f est de classe €' sur R*. Calculer f’.

1
Mont
ontrer que f(x ) ~0 2 )
Etudier Eg.}f puis montrer que f(x) ol o

INDICATION : penser a une comparaison avec une intégrale.
# AR 2015

1) Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par

too —nz
) = 30

2) Montrer que f est continue sur [0, +oc[ et de classe € sur |0, +o0].
3) Déterminer une équation différentielle simple dont f est solution et en déduire que
f est de classe € sur [0, +o0].

[Ex 15] s
—+o0

1) Soit r €] — 1, 1]. On pose pour z € R, f(z) = Z

n=1

r" cos(nx
A. Vérifier que f est bien

définie et continue sur R.
+

2) Soit z € R. On pose pour r €] — 1, 1], Zr cos(nz) . Montrer que g est de
classe € sur | —
rel—1,1].

1], déterminer une expression unple de ¢'(r) et calculer g(r) pour

3) En déduire/

—T

+oo T .n
In (1 — 2rcosx + r2) dz = —22 (/ LS(MC) dm) ainsi que la
n
n=1 -

valeur de 'intégrale.

S~ (D)re v
Soit f(x) =Y ————
n=1
Donner I'ensemble de définition de f.
Montrer que f est de classe € sur |0, +-o0]

Etudier lim f puis montrer que f(z) ~ —e
“+o0 T—r+00

n

—T
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Soit f € €([0,1],R) avec f(1) #0

1
1) Calculer la limite de I,, = / t" f(¢)dt.
0

2) On suppose de plus f de classe %*, donner un équivalent de I,, lorsque n tend vers

+0oo

3) On suppose seulement f continue mais on admet le résultat suivant :
Pour tout € > 0, il existe P polynéme tel que || f — P <
trass).
Montrer que le résultat de la question précédente reste vrai.

+oo  n -
0
Soitee]O,w[etf:[Oal[—”?’xHZ%(nx)
n=1

1) Montrer que f est définie et dérivable sur [0, 1]

2 sin () )

2) Montrer : Vx € [0, 1], f (z) = Arctan <l—xc05(9m)

Exercices d’approfondissement

“
Rt — R
n
On définit f,, : 1
H
o IH} x+k

Etudier la convergence simple, normale de Z fn-
Montrer que la somme f est continue, décroissante et chercher un équivalent en 0 et 4-oc0.

m a] CENTRALE 2017 rMS

1
Soit f :x — Z Sh(nz )2’

1) Déterminer le domaine de définition & de f. Montrer que f est de classe € sur 2.
2) Donner un équivalent de f en 07 et en +oo.

% ENS 2011

Soit f une fonction continue sur | — oo, 400 telle que, pour tout x # 0, |f(z)| < |z|. On
pose fl :f7 f2:fof)"' afn:fofn—la"'

Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [—A, A] pour tout A > 0.
INDICATION on admettra le résultat suivant : de toute suite (z,)n>1 de réels dans [—A, A],

on peut en extraire une suite convergente (Zy(n)), 5, -
=

3/4

¢ (théoréme de Weiers-

[Bx 22] =

Soit (an)nen~ une suite réelle positive et décroissante. On définit pour n € N* et z € [0, 1],
Up () = apz™(1 — z).
1) Montrer que la série Z uy, converge simplement sur [0, 1].

a
2) Montrer que la convergence est normale sur [0, 1] si et seulement si Z — converge.
n

3) Montrer que la convergence est uniforme sur [0, 1] si et seulement si la suite (a,)
converge vers 0.

“
Un grand classique

—71,.’6

Soit Ry - Rzx—

f Ry Z 1+n?
n=0

1) Montrer que f est définie et continue sur R

2) Montrer que f est de classe €' sur R%

3) f est-elle dérivable en 07

INDICATION on pourra montrer et utiliser que pour ¢t > 0, 1 —e™ b .

CCP 2012 rMS

+° Arctan(zt
(TPE) Soit f : x »—)/ Areailt) an(;c )
0 14+t

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Etudier la dérivabilité de f. Donner une expression de f’.
3) Donner une expression simple de f.

# ENS 2015

Soit 2 une partie bornée de C. Montrer que la suite de fonctions D — C définie par

— (1 + 7> converge uniformément sur & vers la fonction z — €.
n

INDICATION on pourra montrer que n¥ —n(n —1)(n—2)...(n—k+1)

Z]

[Ex 26] # Mings 2017 l{l\ls

2n
L’application x € R +— Z M

n=0

est-elle dérivable en 07

M. Rezzouk
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& MINES 2013
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions g,
définies par

X
“...COS —

x x
gn(z) = cos < - cos 2z o

2

# ENS 2011

1) Soit (P,,), une suite de fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a d conver-
geant uniformément sur [a, b] vers une fonction f (a < b). Montrer que f est une
fonction polyndémiale sur [a, b].

2) Soit V un sous-espace vectoriel de dimension finie de %([a,b], R). Montrer que si
(fn)n est une suite de fonctions dans V convergeant simplement, elle converge uni-
formément, et la limite est dans V.

INDICATION on utilisera le résultat classique (mais pas trivial!)
Si (g1, ..., 9p) est une base de V, alors il existe z1, . . ., x, tels que det (g:(z;)),

£ 0.

J

# CENTRALE 2010
Soit (Ty,)nen la suite de polyndmes telle que To =1, T1(X) = X, et

Vi, Tope(X) = 2XThs1(X) — Tn(X).

1) Trouver le degré et le coefficient dominant de T,,.
2) Trouver avec PYTHON lexpression des dix premiers polynomes T, et tracer leur
graphe sur [—1, 1].
3) Montrer que, pour tout n, et tout t € [0, 7], Ty (cost) = cos (nt).
1

4) Pour tout n on définit le polyndme 7, par 7,(X) = —

T, (X). On consideére la

norme P — sup |P(z)| = ||P||. Calculer ||7,].
1]

z€e[—1,
5) Soit P un polynome réels de degré n et de coefficient dominant 1. Montrer que
Pl >

INDICATION On raisonnera par ’absurde en considérant P — 7,,.

6) Soit A I'ensemble des polynomes réels de la forme P = H(X — «;). Montrer que
i=1

on—1"

lapplication P+ ||P|| admet un minimum sur A.

LES INDICATIONS

4/4

Ind. 2 : Pour la convergence uniforme de g, aucun calcul. Pour f, on peut déterminer la
limite de max f,.

Ind. 19 : On pourra remarquer que zf(x) =1+ f(x + 1).

F0) —f(@) {3 n

Ind. 23 : On pourra montrer que Vz > 0, > Z 5 .

x = (14n?%) (1+nz)
Ind. 27 : Pour 1 i tili te|-2.2] (0} L
nd. : Pour la convergence uniforme, utiliser que ¢ : ——, =~ - -
& ’ auey 22 sin(t) 1

est prolongeable par continuité en 0 donc bornée.

M. Rezzouk
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