PC - ENCPB

Variables aléatoires

Corrigé des exercices d'entrainement

VARIABLES ALEATOIRES

Exercices d’application

Etude d’une loi conjointe
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P)
et & valeurs dans N, dont la loi est donnée par

1

(i, —
( e~2‘+1-j!

J)EN? P(X=i,Y=7)=

1) Déterminer les lois (marginales) de X et de Y.

2) a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire ’espérance de X.
b) Déterminer I’espérance de Y.

3) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4) Calculer P(X =Y).

Sol. 1) : 1) ¢ X(2)=N.

1
La série Z = converge, donc la série Z P(X
J!
J

=1,Y = j) converge pour tout i € N.

+oo too
1 1 1
De plus, ¥i € N, P(X ZUD ):Ze.giﬂ-lj[:e.gi-&-lZﬁ:
§=0 j=0
51 (série exp)
e Y(Q)=N.
1
La série Z o1 converge, donc la série Z P(X =, Y = j) converge pour tout

jEN.

De plus, Vj € N, P(Y

Z P(X
+oo 1
(série géométrique Z 2it1 = 3 % 2=1)
=0

1 f 11
_e-j!i:02i+1_e-j!

2
2) a) Onpose Z=1+X; X(2) =N, donc Z(2) = N*.
De plus, Vvn € N*, P(Z =n) =P(1+X =n) =P

N\N""t1
2 2
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on reconnait que

1
Z =1+ X suit la loi géométrique de parametre p = 3

1=
Par le cours, E(Z) = 2 (et V(Z2) = p =2)

Donc mz EZ—1)= —11] et V(X)=V(Z-1)=V(Z)=2)

b) On reconnait que Y suit une loi de Poisson de parameétre 1, donc | E(Y) |(=

1
P
1

V(Y))[ =1
. 2 _ ) 1 1 1
3) V(i,j) eN, P(X=1i,Y =) = C2itijl T 9t gl P(X =1) x P(Y =)
donc ‘X et Y sont indépendantes ‘
“+oo
4) {X=Y}= U {X =1i,Y =i} réunion disjointe, donc
i=0
+oo +oo 1
:ZHXZ ):Ze 2i+1 . 41
i=0 i=0
+ %
@) e |t
2e & il 2e 2v/e

X 2017 rMS

Soit X une variable aléatoire strictement positive. Montrer que E (X +1/X) > 2

1 1 1
Sol. 2) : On a VX x T 5 <X + X> donc X + X > 2 puis on passe & I'espérance.

MINES 2017 RMS
On suppose que X ~ G(p) avec p €]0, 1[. Calculer E(1/X).

+oo

E1/X) =Y (1 p)"p=

n=1

plnp

Sol. 3) :
L—p

+oo n

—Zx— pour |z| < 1.
n

n=1

Car In(1 —z) =

M. Rezzouk



PC - ENCPB Variables aléatoires Corrigé des exercices d'entrainement

X 2017 rMmS

Soient X,Y deux variables aléatoires strictement positives indépendantes et de méme loi.

Montrer que E(X/Y) > 1.

Sol. 4) : Si les espérances sont finies, on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E (\/ﬁf <E(X) E(Z) avec Z =

1l vient 12 = E(ﬁ-&) < E(X) - E()li) = EX) [E(é) = [E(

indépendance.
Si par exemple E (X) = +oo0.

n n n
1
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (E pixi> . (E pi> > E Di —J>r 1.
=1 i=1 i=1

<[

Comme (Zm%) : (Zmi) = ZZ%I% "pjy et lm Zz%pz -p = E(X/Y)
i=1

i=1 i=1j=1" i=1j=1"7

X
(ou bien diverge vers +oo et dans ce cas v n’a pas d’espérance), E(X/Y) > 1.

Soit X, Y deux variables aléatoires discrétes possédant une variance.

Déterminer un couple (a,b) € R? qui minimise E ((Y — (aX + b))2> (on cherche la meilleur

approximation affine de Y par X).
V(aX+b
Que vaut pour un tel couple (\a/(Y—&)—) ?

Sol. 5) : p(a,b) =E ((Y - (aX+b))2) .

. Oy _ Op _
On sait que %(a, b) =0 et %(a,b) =0.

A a fixé, b — ¢@(-,b) un polynéme de degré 2 convexe donc b dépendant de a vérifiant

g—f(a, b) = 0 minimise ¢(a,d) & a fixé.
I

%(a, b) = 0 donne

E (= (Y = (aX +b))) = 0 donc | b= E(Y) — aE(X). |

En posant Y =Y —E(Y) et X =Y — E(Y), il vient

Wla) =E ((Y - (aX+b))2) = ((3? - a)N()2> .

On a encore un polynome de degré 2 convexe, qui est minimale en ¢’ (a) = —[E ()N( (? - a)N() | =

0 /
Cov(X,Y

donc a = O;;((X’)).

Puis

V(@X+b)  a?V(X)  (Cov(X,Y))’

V(Y)  V(Y)  VEX)V(Y)
= (cor(X,Y))?.

MINES 2017 RMS
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ P(\) et Y ~ P(u).
Trouver la loi conditionnelle de X sachant X +Y = n.

Sol. 6) : On sait que X+Y ~P(A+ p)

Soit k € [0,n].

P(X=kAY=n—k)
PX+Y=n)

CP(X=k)P(Y=n—k)

N P(X+Y=n)

PX=Fk|X+Y=n)=

C’est la loi binomiale % (n, A ) .
A+

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts.
On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que pour chaque
appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p (p €]0, 1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1) Donner la loi de X. Justifier.

2) La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n—X
correspondants qu’elle n’a pas pu joindre au cours de la premiere série d’appels. On
note Y la variable aléatoire représentant le nombre de personnes jointes au cours de
la seconde série d’appels.

M. Rezzouk
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Sol. 7) :
méme probabilité de succes :

2)

a) Soit 7 € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k|X = i).
b) Prouver que Z = X+7Y suit une loi binomiale dont on déterminera le parameétre.

c) Déterminer l'espérance et la variance de Z.

net p.

Donc Vk € [0,n], P(X = k) = <Z)pk(1 —p)n k.

a) Soient ¢ € [0,n] et k € N.
Osik>n—1

(n ]; Z>pk(1 — p)" " F sinon

P(Y

b) Z(Q) =

— kX =) =

[0,n] et Vj € [0.n],

1=0

:ﬂD(XJrY:j):i”)(X:ivY:j’i)

=0 - Z;'(n —p (=
n!pzf(ll—_jl))!);;lj é i!(jji i)l (1
(ra-50) ()
(?)pﬂ(l P> (1_ +1)j
(?)pjm p)i(1 — p)2n=%
G)@ PP - pnd

1) X est le nombre de succes a des expériences indépendantes qui ont toutes la
on reconnailt que X suit la loi binomiale de paramétres

3/14

et on remarque que p(2 — p) + (1 — p)?> = 1, donc Z suit la loi binomiale de
parametres (n, p(2 — p)).
(

c) Parle cours, E(Z) = np(2—p) et VZ) = np(2—p)(1—p(2—p)) = np(2—p)(1—p)?

MINES 2017 RMS
Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi B(n,1/2). Déterminer

la probabilité pour que la matrice <)0< \1{-) soit diagonalisable.

X 1
0 Y
La probabilité vaut donc

[P(X;AY):l—Z([P(X:k))Q:1—2(7;) 4in

k=0 k=0

()

k=0
Or i(:)Q = i(g) (n " k) = coeff en X" de (1 + X)"(1+ X)" donc (2:)

k=0 k=0
2n
n

4n

Sol. 8) : est diagonalisable ssi X # Y.

CONCLUSION P(X #Y) =1 —

Mings 2017 G. Hovan
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de para-
metre p.

. 0 -1 . . el o .
Soit A = ( X /Y ) . Déterminer la probabilité pour que A soit diagonalisable (dans

R).

Sol. 9) : Déja A = ( 2 2?/% ) avec y > 0 est diagonalisable ssi y > x.

En effet, ya = X2 — 2/yX+ 2. A =4y — ).
Il faut A > 0. Et si A =0, alors A devrait étre une homothétie pour étre diagonalisable,
ce qui n’est pas le cas.

M. Rezzouk
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On doit donce calculer

+oo
=> P(Y>kAX=k)

k=1

:iou:(Y> k)-P(X = k)

P(Y > X)

+oo
=> (1-p" (1-p)"'p
k=1
_ pl=p _1-p
C1-(1-p? 2-p

CCP 2018 Y. Aiouch
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parameétre p;
et p2. On pose Z = min(X,Y).

1) Soit n > 1, exprimer P(X > n).
2) Soit n > 1, exprimer P(Z > n)
3) Déterminer la loi de Z.
Sol. 10) :
+00
1) PX=n)=)Y (1-p)'pr=(1-p)" "
k=n
2) P(Z=2n)=PX=2nY2n)=PX=n)P(Y>n)=1-p)" (1-p)" ' =¢g"*
avec ¢ = (1 —p1)(1 — p2).
3) Déja, Z prend ses valeurs (presque stirement) dans N*.
Pour tout n > 1, P(Z=n)=P(Z>n)-P(Z>=n+1)=¢""*(1—q).

On a donc Z ~ g(lfq) avec 1 — q = p1 + p2 — p1po.

Exercices d’entrainement

Soit Xy, Xa, ..., Xy, ... une infinités de variables aléatoires discretes sur (2, T, P),
a valeurs dans N, indépendantes de méme loi, N une variable aléatoire sur le méme espace,
a valeurs dans N*, et Sy = X; + X5 + - + Xy, ou les X,, et N sont mutuellement
indépendantes.
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On suppose que X; et N ont une espérance et une variance finies. Montrer qu’il en est de
méme de Sy et calculer 'espérance de Sy en fonction de celles de X; et N. (on prendra
quelques libertés sur les sommes doubles)

Calculer la variance de Sy en fonction de ’espérance et la variance de X; et I’espérance
et la variance de N.

Remarque on pourra aller beaucoup plus en connaissant les séries génératrices.

Sol. 11) :
+00+00 too+oo
ESN)=> > n-P(Sp=nN=k=> > n-P(S P(N = k)
n=1k=1 n=1k=1

_ZIPN k) (an )
_Z[P
_Z[P

:[E(Xl)-[E(N).

(E(Sk))

(k- E(X1))

Plus long, on trouve V(Sy) = V (X3) - E(N) + (E (X1))*- V (N)

Mings 2018 A. Bakkoury

On dispose de T+, --- , T, tiroirs et By, - -,
On place les boules dans les tiroirs.

On désigne par X le nombre de boules dans le tiroir Ty et par Y le nombre de tiroirs
vides.

1) Donner la loi de Xj.
2) Les variables aléatoires Xy, - - -

B, boules.

, X,, sont-elles mutuellement indépendantes ?

3) Déterminer l'espérance de Y.

Sol. 12) :

1) Toutes les v.a. X ont méme loi (mais ne sont pas mutuellement indépendantes). On

anN,@(p,l).
n

1
(succeés = un boule avec proba — de la mettre dans le tiroir k).
n

M. Rezzouk
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2) Non, par exemple P(X; = p et Xo =p) =0.

Or P(Xy = p)P(Xa = p) = P(X; = p)? = ( ! ) 40

np?

3) Y= lekzo or Ix,—g ~ & ((1 — n) > )
P

k=1
1

Donc EY = nkE (1x,-0) =n (1 - )
n

PETITES MINES 2017 R. Tran

On effectue un tirage avec remise dans une urne contenant en proportion p €]0, 1[ boules
noires et ¢ = 1 — p boules blanches.
On note
N, tirage d’une boule noire au k° tirage,
By, tirage d’une boule blanche au k¢ tirage,
X la longueur de la premiere série de boules de la méme couleur
Y - deuxiéme série - -- .
Par exemple X =1 et Y = 2 pour Ny, Bs, B3, Ny ou bien pour By, No, N3, By.
1) Donner la loi conjointe de (X,Y).
2) Donner la loi de X et l'espérance de X. Montrer que EX > 2.

3) Donner l'espérance de Y.

Sol. 13) :
1) Poura>1et b> 1, P((X,Y) = (a,6)) = pe’p + ¢°g
+oo
2) PX=a)=>_ (0°¢’p+q"p’q) =p"q+a"p=pq (p" ' +¢" ).
b=1
On a bien

= 11
> PX=a)=pq <+> =1
a=1 p q

Pour I’espérance,
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“+ o0
3) P(Y=0)=)Y_ (p"¢’p+q"p’q) =p°¢" " + "

a=1

Donc
—+oo
E(Y) =) (P°b¢" ' +¢*bp")
b=1
=1+1=2.

Un peu de PYTHON pour tester ?

~
from numpy.random import binomial
# L = binomial (1, p, N) # pour un array
def renvoi(p):
deb = binomial(l, p) # couleur de départ
X=1
while deb == binomial(l, p):
X += 1
Y=1
deb = 1 - deb # autre couleur
while deb == binomial(l, p):
Y += 1
return X, Y
p=0.25
nb = 50000
espX, espY = 0, O
for i in range(nb):
X, Y = renvoi(p)
espX += X
espY += Y
espX = espX / nb
espY = espY / nb
print ("Espérance théorique de X {:.4} / statistique {:.4}".format\
(p/(1-p)+(1-p)/p, espX))
print ("Espérance théorique de Y {:.4} / statistique {:.4}".format(2., espY))
N J
M. Rezzouk
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Mings 2017 E. Baguet Il vient
Soit T le nombre de lancers nécessaires jusqu’a l’obtention du premier motif pile-face (PF)
lors de lancers d’une piece équilibrée.

K\ © k—1\ 6
5 )
Donner la loi de T et son espérance. PX=k) =PX<k) -PX<k-1)= (1 - (6) > - (1 - () )

Sol. 14) : On a FFFFPPPPPPPPF avec a F puis b P puis PF

1 k-1 =
Donc pour k£ > 2, P(T = k) = Z == Remarque on a bien X fini presque sfirement car ZU’(X =k)=1
athm—22 2 k=1
—+o0 _ 5
Remarque Z = 1 donc presque slirement on obtient PF (la proba que T = 400 est 2) Posons ¢ = 6 €0, 1[.
nulle). = Onapy=(1-¢"" - (1-g"")"
= z? = z? =
On a Z(k — 1)k = —— et Zk(k —1)2" =2——— pour |z < 1. EX = kak converge car
k=2 (z-1" = (1-=2) k=1

“+o0 1 k
=S (1) i om0 (7004 () 000 b
k=2

k—+o0 k—+oco

De méme X a une variance car E (XQ) < 400 puisque

MinEs 2018 G. His K - o~ 6(1—q) - k2q" 7.

On considere 6 dés identiques a 6 faces —+o00
On jette simultanément les 6 dés et on enleve les dés avec lesquels on a obtenu des 6. Puis
on recommence avec les dés restants jusqu’a n’obtenir que des 6.
Soit X la variable aléatoire qui correspond au nombre total de lancers pour n’obtenir que #1 CENTRALE 2017 B. Dhote rvs
des 6. Une urne contient 2n boules. La moitié des boules porte le numéro 0, les autres sont
. , numérotées de 1 a n. On tire simultanément une poignée de n boules. Pour i € {0,...,n},
1) Trouver la loi de X. On pourra d’abord calculer P(X < ). on définit la variable aléatoire X; telle que X; = 1 si la boule numéro 7 est dans 1{a poignéi,

2) X a-t-elle un espérance, une variance ? X; = 0 sinon.

1) Déterminer la loi de X; pour i € {0,...,n}.
Sol. 15) : 2) Déterminer la covariance Cov(X;,X;) pour 0 < i < j < n.

1) Soit k > 1. 3) Soit S la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules de la poignée.
On imagine relancer tous les dés (méme si on a obtenu des 6). Calculer E(S) et V(S).

P(X < k) = (P(au moins un 6 sur k lancers d’un dé))°

Sol. 16) :
. 116
<k)= ’ 1
P(X < k) = (P(au moins un 6 sur k lancers d’un dé)) 1) Xo ~ 2 (p) avec p = 1 — (X = 0 un seul cas favorable)
= (1 — P(pas de 6 sur k lancers d’un d¢))® (2n>
n

G) 7

6/14 M. Rezzouk
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2n — 2 1 /n*(n+1)?* 1 1
<n2> n—1 Donc Z Z'J'=2<n(n4+)—GrL(n—&—l)(2n—|—1)> ﬂn(n—l)(Sn—l—Q)(n—-l).
2) Pour i > 1et j > 1, [E(X,LXJ) = P(XZ = Xj = 1) = B = . 1<i<j<n
( n) 2(2n—1) Finalement,
n
E((1-Xo)X:) =P(Xo=0AX; =1) = P(Xo =0 ! V) =2 L e+ (-2 DY (et
— A — = - = = = = — = n n — — —n\n — n n
( 0)Xi) =FP(Xo = 0AX; =1) =P(Xo = 0) 2n 46" 22n—1) 4)\24
n 1 2 on + 5 N s e
=—n“(n+1) (d’apres mon logiciel de calcul formel)
Done E(XoX;) = FX; — 0 =2 - _1_ 48 o — 1
0 ! 2n 2 2n\
n n
. . n—1 1 Soit X une variable aléatoire non presque siirement nulle, de variance finie et
Pouri>1letj>1, cov(X;,Xj) = - — = (E(X))?
22n-1) 4 d’espérance positive. Montrer que P(X > 0) > 3 (XQ) .
1 1 1
et cov(Xp, X;) = 5~ 7o, e Sol. 17) : On utilise Cauchy-Schwarz sur X - 1xs¢.
( ) 2( ) Ainsi, [E (X - 1x50))* < E(X?) - E(1%5,) = E(X?) - P(X > 0).
n n De plus, E(X - 1x>0) = E(X) car X = X - Ix>0 + X - Ixgo-
n 1 n 1 N—_——
3) OnaS=> kX donc E(X) = k=-n(n+1). <0
k=1 205 4 De plus on sait que E(X) > 0 donc [E (X - 1xs0)]* = [E(X)]?.
1
Rappelons que pour i > 1, V(X;) = 1 et
n—1 1 X 2015 RMS
1et 1, X, Xj) = — —. : X
pour i > Let j > 1, cov( )= 3@n=) 1 1) Soient (z,y) € (R*)” et (p.q) € (R**)? tel que 1/p +1/q =1
Il vient Montrer : xl/p Ve <= 4 2 avec la convention que 0'/7 = 0/ = 0.
) 2) Soient X et Y deux variables aléatoires positives.
V(s Zk +2 ) ijeov(X X)) Montrer : E(XY) < E(XP)Y/P E(Y?)Y4 (inégalité de Holder).
1i<isn
L1 . ) Sol. 18) : 1) Le résultat est immédiat lorsque I'une des variables = ou y est nulle. Pour
n— i L
_ .2 1) (2 1 9 1 . x>0 et y > 0, nous devons démontrer que
1 6n(n+ )(2n+1) + (2(2n—1) 4> 1<;<nlj

1
exp (hl:z:—l— lny> —lnx + — lny.
n p q p q
Rappelons que Zkz = 1n (n+1)2n+1)
PP 4 P T 6 ' Pour cela montrons le lemme suivant (convexité hors programme de ’exponentielle) avec
= 1
n 2(n 4 1)2 t=—-,a=Inzetb=1Iny.
Ona i Zj—i k* 42 nn+1)2n+1)+
(; ) Z Z 1<;<n Lemme Pour tout ¢ € [0,1] et tout (a,b) € R?,
2 Y ij. escallin 4 (1 — £)8) < bempla) + (1 — o))

1<i<j<n

7/14 M. Rezzouk
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Démonstration. Posons ¢(t) = exp(ta + (1 — t)b) — (texp(a) + (1 — ¢) exp(b)). Comme
" (t) = (a —b)?exp(ta + (1 — t)b) = 0 et ©(0) = (1) = 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que
¢©'(t) = 0 (théoreme de Rolle) et ¢ est décroissante sur [0, ¢] puis croissante sur [c, 1].
Donc, pour tout ¢ € [0, 1], ¢(t) < 0.

2) On suppose E (XP) > 0 et E(Y?) > 0 sinon le résultat est évident car alors la variable
aléatoire X ou Y est presque stirement nulle.

X? Y?
Posons X' = E(XP) et Y = r (Yq) d’espérances égales a 1. D’apres la question précé-
dente,
X Y
(Xl)l/P (Y/)l/q <S4
p q
E(XY) 1

1
En passant a ’espérance, on obtient < —+ - =1, d’ou le résultat.
q

E(XP)YP(E(YT)YT P

Exercices d’approfondissement
MiNEs 2018 B. Dhote

Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N telle que pour tout n € N,
P(T >n) > 0.

(T est presque stirement non bornée)
On appelle taux de panne associé & T la suite (6,,)nen définie par

0, =P(T=n|T=>=n).

(par exemple 60, donne la probabilité qu’une machine tombe en panne sachant qu’elle
fonctionnait).

1)
2)
3)

Montrer que 6,, € [0,1].
Exprimer P(T > n) en fonction de 6,,.

Reconnaitre la loi de T lorsque la suite (6,,) est constante.

4) Montrer que ZQn diverge.
n=0

5) Réciproquement, on se donne une suite (6,,) telle que pour tout n € N, 6,, € [0, 1] et

que Z 0,, diverge.
n=0

Mountrer que la suite (6,,)nen peut étre considérée comme un taux de panne associé
a une variable aléatoire T.
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Sol. 19) :

1)

2)

3)

4)

5)

Il est clair que 6, € [0, 1].
0,=1=P(T=n)=FPT2>
On a pour n € N,

n), ce qui est exclu avec 'hypothese P(T > n) > 0.

O, P(T2n)=P(T=n
=P(T>=2n)—P(T>2n+1)
P(T>n+1)=(1-6,) P(T >n).
Puisque P(T > 0) = 1, il vient par récurrence immédiate pour n > 1,
n—1
P(T>n) = [](1- 6.
k=0

Si la suite (6,,) est constante ¢, alors

P(T=n)=0, -P(T>n)=0-(1—0)".

On reconnait que T + 1 (petit décalage) suit une loi géométrique de parameétre 6.

On a hm P(T >

n—)oo

n) = P( ﬂ {T = n}) = 0 par continuité décroissante, donc
n=0

Zln 1_9k

=InP(T > n)

—0o0
n—-+oo

Donc Z In(1 — 6;) diverge.
k>0

Si (6,,) ne tend pas vers 0, la série Zﬁk diverge grossiérement.
k>0

Si (0,,) tend vers 0, la série ZQk est de méme nature que la série Z In(1 — 0) et

k>0 k>0
donc diverge.
On veut construire T' (donc on raisonne par analyse-synthése)
n—1
On doit avoir P(T=n)=P(T >2n)-P(T>n+1) = HnH(l —0Og).
k=0

n—1
On pose donc p,, = Q”H(l —0r) =0
k=0
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—+o0

Montrons que an =1.
n=0

n—1
In <l}_[0].—9k> Zlnl—@k na_+>
et diverge (méme ralsonnement qu’avant).
n—1
H (1-6,) — 0.
n—+oo
k=0
Comme p,, = P,, — P,,41 avec Py = 1 (rajout cohérent)

On a Zpk =Py —Ppy1=1-Prp1
k=0
On définit donc bien une variable aléatoire T en posant pour n € N,

—oo car la série est a termes tous négatifs
Donc pour n > 1, P,

—- 1.
n—-+oo

n—1

n) =Pn = en (1 - Hk)
k=0

n—1
Zpk =P, = [ (1 6), donc
k=0

P(T =

On a alors P(T

n—1
0, [ (1 - 0)

P(T=n|T>n)=—"__ —4¢,.

n—1

| JEER)

k=0

Loi binomiale négative.
Montrer que la somme S de r variables aléatoires, de méme loi géométrique G(p) indépen-
dantes, a une loi binomiale négative définie par

n—1
T(1 _ o\ T : >

0 sinon.

Sol. 20) : La loi de X; est bien la loi binomiale négative BN (1, p). Supposons par récur-
rence que la loi de S,._; soit BN (r — 1,p). Notons que, pour tout k, la loi de X}, est celle
de Xy. Alors, pour n > r > 2,

n

> P(Sr1 =k X, =n—k).

k=r—1

9/14

Or S,_; et X, sont indépendantes, donc

P(S, =n) =

Il suffit de remarquer alors que

k—1 n—1 . i
Z = , ce qui est une conséquence
r—2 r—1

classique du triangle de Pascal.

[Bx 21 s

Loi binomiale négative
On considére une suite (X, )nen de v.ad.i.d. de loi de Bernoulli Z(p).
1) Pour k > 1,onpose G=kssiXy=---=Xp_1=0et X = 1.
(cas particulier G =1 ssi X; = 1).
Quel est la loi de G 7

2) Pour n > 1, on pose S,, = ZXk Quel est la loi de S,, 7
k=1

3) La loi du n° succeés de parameétres n et p est la loi de la variable aléatoire Y,
donnant le nombre d’échecs qui précédent le n® succes.

Traduction : pour k > 0, Y, =k ssi X, est le n® terme de la suite (X;) valant 1.

Montrer que I'on peut écrire Y,, comme la somme de n variables aléatoires (E;)ie[1,n]
mutuellement indépendantes et telles que 1 + E; soit de loi géométrique.

4) (série gén.) Calculer la série génératrice de Y.

5) (série gén.) Calculer P(Y,, = k) soit grice & la question précédente, soit directement.

Sol. 21) :
1) G est géométrique de parametre p.
2) S,, est la loi binomiale de parameétre n et p.
n
3) Ecrivons Y,, = ZEk ou Ej est le nombre d’échecs consécutifs (juste) avant le k¢

k=1
succes.
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On peut se convaincre intuitivement que les (Ex) sont mutuellement indépendants.
On peut le montrer directement

P(E1 =n1, - ,Ep = nyg) = g™ T x p¥
= [P(El :nl) X X [P(Ek :nk)

=q"px X gt

Les Ej suivent tous la méme loi que G — 1.
+00 n n
4) Ainsi Gy, = (Gg-1)" = (Ztqup> = <1 ftq) ;
k=0

n
5) Le coefficient en t* de (1pt) est par dérivation successive en 0 divisé par k!,
—Uq

G(k)(o) nn+1)---(n+k—-1 n+k—1
[P(Yn :k') — YI;L' — ( ) k'( )qkpn _ ( L >pnqk

Plus directement : on choisit les k échecs & placer parmi les n + k — 1 places (on
réserve la (n + k)¢ place pour un succes, proba p), d’ou

(7’L+k—1> k n—1
L x ¢" x p" Tt x p.

# ENS 2016 rRMS

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs. On dit que A est une
valeur médiane si P(X < \) > 1/2et P(X > ) > 1/2.

1) Montrer qu’il existe une valeur médiane. Est-elle forcément unique ?

2) Trouver ¢ minimisant ¢ — E ((X — t)2).

3) Trouver t minimisant ¢ — E (|X — ¢|).

Sol. 22) : 1) La fonction de répartition de P (au programme) définie par F(\) = P(X < )
est croissante et continue a droite
(car P(X < A\) = li_)ng\ P(X < u) par continuité décroissante).

u

u>A\
Comme X prend un nombre fini de valeurs, il existe a1 < as < - -+ < ay, tels que F vaille 0
sur | — oo, a1, vaille 1 sur [ay,, +0o] et (si n > 2) soit constante sur les intervalles [ay;, 11|
avec des valeurs distinctes (et distinctes de 0 et 1).
Notons que P(X > A) = 1 — P(X < A), de sorte qu’on nous demande de montrer qu’il
existe A tel que

FO\) >1/2 et P(X<A)=lmP(X<¢t) =limF{t)=F\_)<1/2.
(58 23

10/14

Si 1/2 est une valeur prise par F, elle est prise sur tout un intervalle [«v;, a1 sur lequel
F est constante. Les médianes possibles sont les réels de Uintervalle [a;, aiji1].

Si 1/2 n’est pas une valeur prise par A\, pour deux valeurs successives a et b prises par F,
a < 1/2 < b. La valeur b est prise sur Uintervalle [a;, a;41[ (ou [y, +00] si ¢ = n), et la
seule valeur possible de A est A = «;, qui est aussi la seule médiane possible.

2) On développe l'espérance :

E((X —1)?%) = — 2tE(X) + E(X?) = (¢t —
= (t - E(X))® + V(X).

E(2)) + E(X?) - E(X?)

Donc le minimum est atteint en ¢ = E(X) et lui seul.
3) Nous allons montrer que les ¢ qui minimisent E(]X — ¢]) sont les médianes de X. Soit
A Vensemble des points de X(£2) dont la probabilité est non nulle, et, pour € A, notons
pr = P(X =z) > 0. D’apres le théoréme de transfert,

FO=EX~th =) |z —t|pa

z€EA

La fonction f est combinaison linéaire de fonctions continues affines par morceaux, et
elle est donc continue affine par morceaux, avec un nombre fini de points ou sa dérivée a
gauche est différente de sa dérivée a droite, qui sont exactement les points de A. Comme
elle est de la forme (¢ 4 constante) pour ¢ assez grand, et (—t¢ + constante) pour ¢ négatif
assez grand, elle est minorée et atteint sa borne inférieure.

Pour tout A € min A, max A[, la dérivée de f en tout point assez prés de A strictement &

gauche de A est : f;(\) = Z}% - Zpy.
z<A y=A
De méme, la dérivée & droite de f en Aest : f4(\) =D p.— > _py.
<A y>A
Comme la fonction f est continue, affine par morceaux, vérifie, pour tout ¢ € R, f;(t) <

f4(t) et que donc la succession des pentes passe de —1 & 1 en croissant, le point A est un
minimum de f si et seulement si f, (A) <0 < fi(A).

Cela équivaut a
Zpa: - Zpy <0< pr - Zpy~

<\ Y= <A y>A
Comme Z Pr=1-— Z Dy, I'inégalité de gauche équivaut a 2 Z Dy = 1.
T Y= (TN
De méme, Z Py =1-— Z P, entraine que 'inégalité de droite équivaut a 2 Z pr = 1.
y>A <A <A

On reconnalt précisément les deux conditions qui caractérisent une médiane A de X.
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Ex 23] 4

Temps d’attente (pour une loi de Poisson)

Soient X,, : 2 — N une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme

loi de Poisson de parametre .
On pose Sn:ZXk et N=inf{n € N*|S, > 0}.

k=1
Pour n > 1, Calculer P(N > n). Montrer que N est une variable aléatoire.
Quel est la loi de N7 Déterminer EN.

Sol. 23) :
1) PN>n)=PS,=0=PX; ==X, =0) =e "\
Donc P(N > n) = P(N > n—1)—P(N>n) = ()" (1-¢?). OnaN ~
G(1- 67)\).

N est bien une variable aléatoire : on peut interpréter cette question par P({n € N* | S,, > 0} =

@) = 0.

({N = n} est bien un événement et celui qi pose probléme, est bien un événement
mais en plus il est de probabilité nulle).

On a la méme difficulté de définition avec la loi géométrique dans le cours... D’ailleurs
il s’agit d’une loi géométrique.

Donc EN =

—e

# MINES 2017 RMS

Soient n € N~ {0,1}, N = n!, X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur

{1,...,N}, p1 <+ < ppm, les nombres premiers inférieurs a N.
1) Calculer P(pg|X) pour k € {1,...,m}.
2) Montrer que les événements (p1|X), (p2|X),..., (pm|X) sont mutuellement indépen-
dants.

3) Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de X. Déter-
miner P(X; A Xy = 1).

Sol. 24) :
N
pe 1
1) P(pr|X) = N o
N
Pi;
- jl;IJ 1

2) P ﬂ {pij |X}

JjEJ

= = HIP (pij | X) :
N sz'j jeJ

jel

11/14

3)

[P(Xl/\ngl)zl—lP<U{pk|X1 et pr | Xo
k=1

m \
}> =[P<ﬂ{pHX1 ou py  Xo }/

k=1

= H[P ({pr t X1 ou pr 1 X3 }) par indépendance des événements

=1

[Ex 25| &

Marche aléatoire biaisée

1
Soit p € 2,1[etX:Q—>{—1,1} telle que PX=-1)=1—-p=qet PX=1)=p

(variable aléatoire de Rademacher)

1) Donner 'espérance et la variance de X.

2) On considére une suite de v.a.i.i.d (X,)nen de méme loi que X
et on pose S,, = X1 + -+ - + X,,.
Montrer que lim P(S, < 0) =0.
n——+00

INDICATION utiliser une inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Calculer P(So; = 0).

Ret 2k 4+
etrouver que ~ —_—
4 k) p=too 1k

3)

4) puis étudier la nature de la série Z[P(S” =0).

n=0

5) Montrer que presque stirement {n | S,, = 0} est fini.
En d’autres termes, presque stirement, le marcheur passe un nombre fini de fois par
I’origine.
6) () Montrer que presque stirement la suite (S;,)nen est strictement positive & partir
d’un certain rang.
Sol. 25) :

1) EX=p—qg=2p—-1€]0,1[et V(X)=1—(2p—1)%
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2) Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

g

(rappelons que EX > 0).

q OnaA™ = [ [ [){S.<0}

o [EX’ > [EX) < 1 Vv (S") — ﬂ = 0. no=1 \n>ng
n

Donc pour tout k > ng, P ﬂ {S, <0} | <P{Sx <0} . —J>r 0 donc ﬂ {S, <
C—+00
nz=ngo nz=ng

Comme {S,, < 0} C { B _ [EX‘ > [EX}, ona0< lim P(S,<0)< lim P < Sn _ [EX‘ g}@@un ensemble négligeable.
n n—-+oo n—-+oo n
: ok Et donc, c’est le cas également de A~ = U ﬂ {S,, <0} | (réunion dénom-
3) IP(S2k = 0) = <k )pqu~ no=1 \n>ng
brable d’ensembles négligeables).
(2k)pqu sin =9k Ainsi P (A*) =1, ce qu’il fallait démontrer.
4) P(S, = 0) = k
Osin 1H(1§a11;k 1 &j
_ - Pq ) Lo _ _ 1 Nombre de tentatives pour retrouver un méme résultat
On a P(Sa, =0) el VR t.g. d’une série convergente car pg = p(1 — p) < T Soitn>o.

Soient (Xj)ren des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi uniforme sur
5) Notons B = {S,, s’annule une infinité de fois} = m U {Sx = 0}. [1,n].

n>1k>n On pose T=min{k > 2 | X} € {Xy, -+, Xp_1}}.
On (re)démontre Borel-Cantelli, en écrivant que

k!
1) Montrer que pour k € [1,n], P(T > k) = (Z) —
n

P(B) = 1irj_1 P U {Skx =0} | par continuité décroissante (ona P(T>0)=P(T>1)=1)
n—-+oo +OO
k> §
n 2) Montrer que ET = / (1 + E) e %d.
0 n

3) Montrer que pour n > 1l et ¢t >0,

k>2n oo ¢ n
0. - (1 + \/>> e_ﬁt < (1 + t)e_t.
Ainsi P(B) = P ( S, s’annule un nombre fini de fois ) = 1. "

6) On en déduit que P ( la suite (S,,)nen est non nulle & partir d’un certain rang ) =

+oo
or P U {S, =0} ] < ZIP (S, =0) o 0 (question précédente) donc P(B)
k=n

1. 4) En déduire que ET ety %r
puisque { S,, s’annule un nombre fini de fois } = { la suite (S,)nen est non nulle & partir d’un certain rang }.
Notons A" = {la suite (S, )nen est strictement positive & partir d'un certain rang} Sol. 26) :
et A™ = {la suite (Sp)nen est strictement négative a partir d’un certain rang}. n n—1 n—9 n— k41
On remarque puisque S,,+1 =S, £ 1 que 1) P(T > k) = P(Xy,Xg, -, X} distincts) = - X - X - X e X =
ATUA = { la suite (S, )nen est non nulle & partir d’un certain rang } <Z> ]i;
n

P (AT UA™) = 1. Il nous reste & montrer que P(A~) = 0.
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Pour le prouver plus rigoureusement, on peut écrire

P(T>I€|T>k‘—1)=[P(Xk ¢{X1, ,Xk_1}| Xl,Xg,"' , X1 distincts )
n—k+1
_7,”/ .

Puis on effectue une récurrence grace aP(T > k) =P(T > k| T > k—1)-P(T > k-1)

2) On sait que, puisque T est a valeurs entiéres,
n n n
ET =Y P(T>k)=
x>0 =2()

Or

n

[0 = () [ G

k=0

e “dx

n 400 n
n> 1t/' . n\ k!
S (M)A e dsz()k.
k_0<k n-Jo i \F/n
t
3) On étudie pourt =2 0etn>1, p(t) = —t+1In(l+¢) —nln (14—\/») +/nt
n
1 N
Onaw0)=0et@/(t) = —1+——tyn|1-—1 | —p_ V=l o,
nap(0) =0et (1) AR 14t (t+1) (t++/n)
NG

t
Donc ¢(t) = ¢(0) =0 pour ¢ > 0, on a donc —t +In(1+¢) > nln ( \F) —/nt
n

puis en composant par I’exponentielle,

t n
O+)<ﬁm<u+m4

vn

4) Le changement de variable z = \/nt donne

“+oo AN +oo
/ (1 + —) e dr = \/ﬁ/ <1 +
0 n 0
+oo
Vi [ Cetar= 7
0 2

~J
n—-+oo

t n
7 *\/Etdt
ﬁ) ‘
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car par le théoréme de convergence dominée (voir ci-apres), on a

+o00 n +oo
t 2 m
1+> fﬁwz/)e4”d:¢.
0 ( vn 0 2

En posant f,(t) = (1 + \/tﬁ>ne_\/ﬁt. On a f,(t)

fonction continue sur [0, +o0[).

n
NG

lim
n—-+4+oo

— 2 .
— et/ (expression d’une

n—-+oo

On a vu que < (1+1t)e

sur [0, +oo[ et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée car 'hypothese
de domination pour n > 1,¢ > 0, |f,(t)| < (1 +t)e”" est établie.

t
1+ — ~! la derniére fonction étant intégrable
Vvn

ENS 2018 M. Giron

Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans Z.
On définit d(X,Y) = sup (P(X € A) = P(Y € A)).
Acz

Soit B={keZ|PX=k)>P(Y=F)}
1) Montrer que d est atteint en B.

= 52 IP(X

kEZ

P(X #Y).

2) Montrer que d(X,Y)
3) Montrer que d(X,Y) <

Sol. 27) :
1) Soit ACZ,ona

PXeA)—-P(YeA)<KPXeANB)-P(Y € ANB)
(car on somme & gauche des différences négatives en plus)
Puis, sans difficulté, P(X € ANB) -P(Y € ANB) < P(Xe€B) —

(derriere il y a des séries a termes positifs de somme < 1).

P(Y € B)

Ainsi, puisque B C Z, ls\ug (PXeA)—P(YeA))= Iglgx( (XeA)-P(YeA)=
P(X e B) - P(Y € B). -
2) Posons
B={keZ|PX=k) >P(Y=k)}
B={keZ|P(Y=Fk) >PX=k)}
Bo={keZ|PX=k) =P(Y=k)}
M. Rezzouk
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3)

OnaZ:BUENEI_IBO et
1=P(XeB)+PXeB)+PXeBy) =P(Y eB)+P(Y €B) +P(Y € By)
puisque P(X € Bg) = P(Y € By),
P(X € B)—P(Y € B) = P(Y € B) — P(X € B)

Donc d(X,Y) = d(Y, X) et

dmﬁqz%(HXem—PweBy+HYem—P@e§0

1 ~
§§]HX:M—FW:kHmdmm@wmmekeBuBu&
kez

Petit lemme plus général
On remarque que A UB est la réunion disjointe de ANB, ANB et ANB. On a donc

P(AUB) =P(ANB)+P(ANB)+P(ANB)
Comme P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB), on en déduit que
P(A) +P(B) —2P(ANB) =P(ANB) +P(ANB)

Comme P(ANB) est plus petit que P(A) et que P(B) on a donc P(B) —P(A) et son
opposé plus petits que P(A N B) + P(ANB).

[P(A) ~ P(B)| < P(ANB) + P(ANB) |

En particulier, ici, pour tout n € Zon a |[P(X =n) —P(Y =n)| < PX=nnNY #
n)+P(X #nNY =n). On somme les inégalités sous réserve d’existence :

+o0 foo
Y PX=n)-P(Y=n)|< Y PX=nnY#n)+P(X#nNY=n))
- gﬁk¢m+wm¢Yﬁﬂwx¢w
Ainsi,
+oo
> P(X=n)—P(Y=n)| <2P(X#Y)
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[Ex 28] X 2019

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A > 0.
Xy—A

On pose Zy =
Déterminer lim [E (e“z*) avec t € R.
A—+oo

InDICATION. Utiliser le théoreme de transfert et un développement limité.

Sol. 28) : Soit # € R. Comme la variable aléatoire e"%* est bornée, par le théoréme de
transfert,

. (eimZA) _ ioexp [zx (:{f/\)\ﬂ A A e_(ixﬁﬂ)io()\e}q)?[%])n
n=0 : e !
:eXP<—’GxV?-%A)—%Aexp[3%}>
emp<A<(;%+])+@@{;%])> N
w0 () e 51 () ()
= exp <—x22 +,0 0 ) Nl e,

M. Rezzouk
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