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Exercices d'entrainement

VARIABLES ALEATOIRES

Exercices d’application

Etude d’une loi conjointe
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P)
et & valeurs dans N, dont la loi est donnée par

1

V(i,j)eN? PX=i,Y=j)= ———
(4,4) (X =14Y =) TN

1) Déterminer les lois (marginales) de X et de Y.
2) a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire ’espérance de X.
b) Déterminer I’espérance de Y.

3) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4) Calculer P(X =Y).

X 2017 rMS

Soit X une variable aléatoire strictement positive. Montrer que E (X + 1/X) > 2.

MINES 2017 RMS
On suppose que X ~ G(p) avec p €]0, 1]. Calculer E(1/X).

X 2017 RMS

Soient X,Y deux variables aléatoires strictement positives indépendantes et de méme loi.
Montrer que E(X/Y) > 1.

Soit X, Y deux variables aléatoires discrétes possédant une variance.
Déterminer un couple (a,b) € R? qui minimise £ ((Y — (aX + b))2) (on cherche la meilleur

approximation affine de Y par X).
V(aX+b
Que vaut pour un tel couple (\CL/(Y—;_) ?

MINES 2017 RMS
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X ~ P(A) et Y ~ P(u).
Trouver la loi conditionnelle de X sachant X +Y = n.

1/4

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts.
On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que pour chaque
appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p (p €]0, 1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1) Donner la loi de X. Justifier.

2) La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n —X
correspondants qu’elle n’a pas pu joindre au cours de la premiere série d’appels. On
note Y la variable aléatoire représentant le nombre de personnes jointes au cours de
la seconde série d’appels.

a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k|X = 4).
b) Prouver que Z = X+Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
¢) Déterminer 'espérance et la variance de Z.

MINES 2017 RMS
Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi B(n,1/2). Déterminer

la probabilité pour que la matrice <)0< Sl{) soit diagonalisable.

Mings 2017 G. Hovan
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de para-
metre p.

Soit A = (
R).

0

-1 . : e o .
% ) . Déterminer la probabilité pour que A soit diagonalisable (dans

CCP 2018 Y. Aiouch

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre p;

et pa. On pose Z = min(X,Y).
1) Soit n > 1, exprimer P(X >
2) Soit n > 1, exprimer P(Z >
3) Déterminer la loi de Z.

Exercices d’entrainement

Soit X1, Xs, ..., X, . .. une infinités de variables aléatoires discretes sur (2,7, P),

a valeurs dans N, indépendantes de méme loi, N une variable aléatoire sur le méme espace,
a valeurs dans N*, et Sy = X; + X + -+ + Xy, ol les X,, et N sont mutuellement
indépendantes.
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On suppose que X; et N ont une espérance et une variance finies. Montrer qu’il en est de
méme de Sy et calculer 'espérance de Sy en fonction de celles de X; et N. (on prendra
quelques libertés sur les sommes doubles)

Calculer la variance de Sy en fonction de ’espérance et la variance de Xy et ’espérance
et la variance de N.

Remarque on pourra aller beaucoup plus en connaissant les séries génératrices.

Mings 2018 A. Bakkoury

On dispose de T4, -+, T, tiroirs et By,---, B, boules.

On place les boules dans les tiroirs.

On désigne par Xj le nombre de boules dans le tiroir Ty et par Y le nombre de tiroirs
vides.

1) Donner la loi de Xj.
2) Les variables aléatoires Xy, - -, X,, sont-elles mutuellement indépendantes ?
3) Déterminer 'espérance de Y.

PETITES MINES 2017 R. Tran

On effectue un tirage avec remise dans une urne contenant en proportion p €]0, 1[ boules
noires et ¢ = 1 — p boules blanches.

On note

N, tirage d’une boule noire au k° tirage,

By, tirage d’une boule blanche au k¢ tirage,

X la longueur de la premieére série de boules de la méme couleur

Y - deuxiéme série - -- .

Par exemple X =1 et Y = 2 pour Ny, Bs, B3, Ny ou bien pour By, No, N3, By.

1) Donner la loi conjointe de (X,Y).
2) Donner la loi de X et l'espérance de X. Montrer que EX > 2.
3) Donner l'espérance de Y.

MINES 2017 E. Baguet

Soit T le nombre de lancers nécessaires jusqu’a l'obtention du premier motif pile-face (PF)
lors de lancers d’une piece équilibrée.
Donner la loi de T et son espérance.

Mines 2018 G. His

On considere 6 dés identiques a 6 faces
On jette simultanément les 6 dés et on enleve les dés avec lesquels on a obtenu des 6. Puis
on recommence avec les dés restants jusqu’a n’obtenir que des 6.

Soit X la variable aléatoire qui correspond au nombre total de lancers pour n’obtenir que
des 6.

1) Trouver la loi de X. On pourra d’abord calculer P(X < k).

2/4

2) X a-t-elle un espérance, une variance ?

# CENTRALE 2017 B. Dhote ruvs

Une urne contient 2n boules. La moitié des boules porte le numéro 0, les autres sont
numérotées de 1 & n. On tire simultanément une poignée de n boules. Pour i € {0,...,n},
on définit la variable aléatoire X; telle que X; = 1 si la boule numéro i est dans la poignée,
X; = 0 sinon.

1) Déterminer la loi de X; pour ¢ € {0,...,n}.

2) Déterminer la covariance Cov(X;,X;) pour 0 < i < j < n.

3) Soit S la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules de la poignée.
Calculer E(S) et V(S).

d’espérance positive. Montrer que P(X > 0) >

Soit X une variable aléatoire non presque stirement nulle, de variance finie et

(E(X)*

E(X?)

X 2015 rMS
1) Soient (z,y) € (RT)? et (p,q) € (R™™)? tel que 1/p+1/q = 1.
Montrer : xl/pyl/q < z + < avec la convention que 0l/P = ol/1 = 0.

2) Soient X et Y deux variables aléatoires positives.
Montrer : E(XY) < E(XP)YPE(Y?)Y? (inégalité de Holder).

Exercices d’approfondissement
MiNEs 2018 B. Dhote

Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N telle que pour tout n € N,
P(T > n) > 0.

(T est presque slirement non bornée)
On appelle taux de panne associé a T la suite (6, )nen définie par

0, =P(T=n|T2=n).

(par exemple 6,, donne la probabilité qu'une machine tombe en panne sachant qu’elle
fonctionnait).

1) Montrer que 6,, € [0,1].

2) Exprimer P(T > n) en fonction de 6,,.
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3) Reconnaitre la loi de T lorsque la suite (6,,) est constante.

4) Montrer que ZQn diverge.
n=0
5) Réciproquement, on se donne une suite (6,,) telle que pour tout n € N, 6,, € [0,1] et
que ZQ” diverge.
n=>0

Montrer que la suite (6, )nen peut étre considérée comme un taux de panne associé
a une variable aléatoire T.

Loi binomiale négative.

Montrer que la somme S de r variables aléatoires, de méme loi géométrique G(p) indépen-
dantes, a une loi binomiale négative définie par

n—1
T(1 _ o \N—T : >

sinon.

Ex21]

Loi binomiale négative
On considére une suite (X, )nen de v.a.i.id. de loi de Bernoulli Z(p).
1) Pour k> 1, onpose G=kssi X; =---=Xp_1 =0et X = 1.
(cas particulier G =1 ssi X; = 1).
Quel est la loi de G?

n
2) Pour n > 1, on pose S,, = ZXk. Quel est la loi de S, ?
k=1
3) La loi du n° succes de paramétres n et p est la loi de la variable aléatoire Y,
donnant le nombre d’échecs qui précédent le n® succes.
Traduction : pour k > 0, Y, = k ssi X« est le n® terme de la suite (X;) valant 1.

Montrer que I’on peut écrire Y,, comme la somme de n variables aléatoires (Ei)ie{[l,nﬂ
mutuellement indépendantes et telles que 1 + E; soit de loi géométrique.

4) (série gén.) Calculer la série génératrice de Y.

5) (série gén.) Calculer P(Y,, = k) soit grice a la question précédente, soit directement.

# ENS 2016 rRMS

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs. On dit que A est une
valeur médiane si P(X < \) > 1/2et P(X > ) > 1/2.

1) Montrer qu’il existe une valeur médiane. Est-elle forcément unique ?

2) Trouver ¢ minimisant ¢ — E ((X —t)?).

3) Trouver ¢ minimisant ¢ — E (|]X — ¢|).

3/4

[Bx 23] &

Temps d’attente (pour une loi de Poisson)

Soient X,, : 2 — N une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme
loi de Poisson de parametre .

OnposeSn:ZXketN:inf{neiN*|S,L>O}.

k=1
Pour n > 1, Calculer P(N > n). Montrer que N est une variable aléatoire.
Quel est la loi de N7 Déterminer EN.

# MINES 2017 RMS

Soient n € N~ {0,1}, N = n!, X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur
{1,...,N}, p1 < -+ < pp, les nombres premiers inférieurs a N.

1) Calculer P(py|X) pour k € {1,...,m}.

2) Montrer que les événements (p1]|X), (p2|X),..., (pm|X) sont mutuellement indépen-
dants.

3) Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de X. Déter-
miner P(X; A Xy =1).

[Ex 25| 4

Marche aiéatoire biaisée
Soit p € 5,1 et X: Q= {-1,1} telleque PX=-1)=1—-p=qgqet PX=1)=0p
(variable aléatoire de Rademacher)

1) Donner espérance et la variance de X.

2) On considere une suite de v.a.iid (X, )nen de méme loi que X
et on pose S,, = X1 + -+ - + X,,.
Montrer que lim P(S, < 0) =0.
n—-+oo

INDICATION utiliser une inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
3) Calculer P(Sq, = 0).

2k 4
4) Ret ~ —
) Retrouver que (kz) Tl ok
5) Montrer que presque siirement {n | S,, = 0} est fini.

En d’autres termes, presque stirement, le marcheur passe un nombre fini de fois par
l’origine.

puis étudier la nature de la série Z[P(Sn =0).
n=0

6) (s) Montrer que presque stirement la suite (S,,)nen est strictement positive a partir
d’un certain rang.
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[Ex26]

Nombre de tentatives pour retrouver un méme résultat
Soit n > 2.

Soient (Xj)ren des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi uniforme sur

[1,n].
On pose T =min{k > 2 | X} € {Xy1, -, Xp_1}}.
|
1) Montrer que pour k € [1,n], P(T > k) = (Z) Iik

n

(onaP(T>0)=P(T>1)=1)
+o0 n
2) Montrer que ET = / (1 + %) e *dx.
0
3) Montrer que pour n > 1l et ¢t > 0,

t n
(1 + \/a) eV (1+t)et,

4) En déduire que ET ~ 4/ T
n—+oo

ENS 2018 M. Giron

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans Z.
On définit d(X,Y) = sup (P(X € A) —P(Y € A)).
AcCz

Soit B={keZ|PX=k)>P(Y=k)}

1) Montrer que d est atteint en B.

1
2) Montrer que d(X,Y) = 52 IP(X=k)—P(Y =k)|
kez
3) Montrer que d(X,Y) < P(X #Y).

X 2019

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0.
Xa—A

On pose Zy =

Déterminer lim [E (e”Z*) avec t € R.
A——+oo

InpICcATION. Utiliser le théoreme de transfert et un développement limité.

LES INDICATIONS

4/4

+oo n
Ind. 3 : On pourra utiliser que In(1 — ) = —Zx— pour |z| < 1.
n

n=1
. , o1e 1 2 2 . y ,
Ind. 13 : Pas de difficulté. Utiliser zy < 5(5(5 + y*) pour minorer I’espérance.

Ind. 17 : Utiliser la variable aléatoire X - 1x~¢.

Ind. 18 : Montrer le lemme (de convexité) suivant

Lemme Pour tout ¢ € [0,1] et tout (a,b) € R?,

exp(ta + (1 — t)b) < texp(a) + (1 —t) exp(b).

Ind. 20 : Preuve par récurrence sur 7. Soit (Y, ),>1 une suite infinie de variables aléatoires
géométriques de méme parametre p indépendantes. On suppose que Yi+---+Y,_1 = S,_1
est binomiale négative de parametres r et p. On montre alors que S,_1 + Y, = S, est
binomiale négative aussi de parametres r + 1 et p.

Ind. 23 : Relier I’événement {N > n} a {S, = 0}

Ind. 26 : On pourra calculer P(T > k| T >k — 1).
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