
Déterminants

Ex 1 Soit M ∈ M2n+1 (K) antisymétrique, calculer son déterminant.

Ex 2 Calculer les déterminants suivants

1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
b1 a1 a1 . . . a1
b1 b2 a2 . . . a2
b1 b2 b3 . . . a3
...

... . . .
...

b1 b2 . . . bn−1 an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 1 0

a2/2! a . . .

a3/3! a2/2!
. . . . . .

...
. . . . . . 1

an/n! . . . a2/2! a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ex 3 Mines 2008

Soit (e1, e2, . . . , en) une base d’un espace vectoriel E. On pose a =
n∑

i=1

αiei. Déterminer

det(e1+b1a, e2+b2a, . . . , en+bna) où det désigne le déterminant dans la base (e1, . . . , en).

Ex 4 Mines 2013
Soit A ∈ Mn(R). Montrer que det(A2 + In) ⩾ 0.

Ex 5 Soit (A,B) ∈ Mn (K)
2 et M =

[
A A
A B

]
∈ M2n (K)

Monter que M est inversible si et seulement si A et B−A sont inversibles.

Ex 6 X 2016 rms

Soient (A,B) ∈ Mn(C) et M =

(
In −A
B In

)
. Montrer det(M) = det(In +AB).

Ex 7 Condition d’alignement de trois points dans le plan
Soient M, M′ et M′′ trois points du plan d’affixes respectives z, z′ et z′′.

1) Montrer que M, M′ et M′′ sont alignés si et seulement si ∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
z z′ z′′

z z′ z′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.

2) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que z, z2 et z4 soient alignés.

Ex 8 Soient A,B,C ∈ Mn(K) et D ∈ GLn(K) telles que CD = DC.

Montrer que : det
(
A B
C D

)
= det(AD− BC).

Indication : on pourra calculer le produit par blocs :
(
A B
C D

)
·
(

D 0
−C D−1

)
.

Ex 9 Mines 2011
Soient (p, n) ∈ (N∗)2 avec p ̸= n, A ∈ Mn,p(R) et B ∈ Mp,n(R). Calculer det(AB) ×
det(BA).

Ex 10 Mines 2013
Soient A ∈ Mn(R), J la matrice de Mn(R) dont tous les coefficients sont égaux à 1.
Montrer, pour t ∈ R det(A + tJ) det(A− tJ) ⩽ det(A2).

Ex 11 b
Soit n ∈ N∗. Soit (α1, α2, . . . , αn) une famille de scalaires. Calculer le déterminant de la
matrice A =

(
cos((i− 1)αj)

)
ij

en le mettant sous la forme d’un déterminant de Vander-
monde.

Ex 12 K
Soit n ∈ N, n ⩾ 2. On pose ω = e2iπ/n et on rappelle que l’ensemble des z ∈ C tels que
zn = 1 est l’ensemble U :={ωk ; k ∈ J0 , n− 1K}. On considère alors la matrice Ωn = (αij)
définie par

αk,ℓ = ω(k−1)(ℓ−1) pour k, ℓ = 1, . . . , n.

1) Soit m ∈ Z. Calculer sm =
n∑

p=1

ωm(p−1). On séparera les cas m ∈ nZ et m /∈ nZ.

2) Calculer det(Ωn · Ωn), en déduire |detΩn|.
3) Calculer det(Ω2

n).
4) En utilisant le déterminant de Vandermonde, montrer que

detΩn =
∏

0⩽k<ℓ⩽n−1

(ωℓ − ωk).

5) Calculer
∑

0⩽k<ℓ⩽n−1

(k + ℓ). (On rappelle que
n∑

p=1

p2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.)

6) Déduire de ceci la valeur de detΩn.
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Exercices d’approfondissement
Ex 13 X 2014
Soient A ∈ Mn(R) et Φ : M ∈ Mn(R) 7→ AM ∈ Mn(R). Calculer detΦ.

Ex 14 X 2013
Si n ∈ N∗, on note En l’ensemble des matrices de Mn(R) dont tous les coefficients sont
dans {−1, 1}.

1) Déterminer le cardinal de En.
2) Si A ∈ En, montrer que detA est un multiple de 2n−1.
3) Donner les valeurs de detA lorsque A décrit En, pour n = 2, 3, 4.

Ex 15 b
Inversion de la matrice de Vandermonde. Soit P la matrice de Vandermonde P =
(aji )i=1,...,n;j=0,...n−1 avec les (ai) distincts. En la considérant comme une matrice de pas-

sage, exprimer P−1 à l’aide des coefficients de Xi dans Lj =
∏

1⩽i⩽n;i̸=j

X− ai
aj − ai

.

Ex 16 X 2009
Soit D : M2(R) → R telle que : ∀(A,B) ∈ M2(R)

2, D(A×B) = D(A)×D(B). On suppose

que : D
((

0 1
1 0

))
̸= D(I2).

1) Montrer que D(0) = 0.
2) Si A est nilpotente, montrer que D(A) = 0.
3) Soient A ∈ M2(R) et B la matrice obtenue en permutant les lignes de A. Montrer

que D(B) = −D(A).
4) Montrer que A est inversible si et seulement si D(A) ̸= 0.

Ex 17 Soit E un espace vectoriel de dimension n ⩾ 1,
(x1, · · · , xn) ∈ En, u ∈ L (E), et B une base de E.

Montrer que
n∑

k=1

detB (x1, · · · , xk−1, u (xk) , xk+1, · · · , xn) = tr (u) detB (x1, · · · , xn).

Application (5/2) : On suppose que φ1, ..., φn : I → Rn sont solutions de X′ = AX où
A ∈ Mn(R).
Déterminer une équation différentielle vérifié par l’application (dite wronskien)

W : I → R, t 7→ detcan(φ1(t), ..., φn(t)).

Ex 18 b
Montrer que deux matrices de Mn(R) semblables dans Mn(C) le sont dans Mn(R).

Ex 19 K

1) Soient n ∈ N∗ et C ∈ Mn(R).
Montrer que si ∀X ∈ Mn(R), det(C + X) = det(X), alors C = 0.
Indication on pourra utiliser qu’il existe des matrices inversibles P et Q telles que

C = PJrQ, avec Jr =

(
Ir 0
0 0

)
.

2) Soient A et B appartenant à Mn(R) telles que

∀X ∈ Mn(R), det(A + X) = det(B + X).

Montrer que A = B.

Ex 20 K
Soit n un entier supérieur ou égal à 2.
Montrer que tout hyperplan de Mn(C) contient au moins une matrice inversible.

Ex 21 K
Matrice à diagonale dominante

1) Soit A = (aij)1⩽i,j⩽n ∈ Mn(C) telle que

∀i ∈ [[1, n]], |aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij | (1)

Montrer que A est inversible.
Indication : En supposant A non inversible, on pourra introduire un vecteur non
nul X ∈ Mn,1(C) tel que AX = 0.

2) Soit A = (aij)1⩽i,j⩽n ∈ Mn(R) telle que

∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, aij ⩾ 0 et ∀i ∈ [[1, n]], aii >
n∑

j=1
j ̸=i

aij .

Montrer que det(A) > 0.
Indication : On pourra considérer P(x) = det(A + xIn).
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Ex 22 K
Soit k ∈ [[1, n − 1]], soient (x1, x2, . . . , xn) et (y1, y2, . . . , yn) deux familles de réels. On
pose Mij = (xi + yj)

k. Écrire la matrice M = (Mij)ij sous la forme d’une produit de deux
matrices et calculer son déterminant.

Les indications

Ind. 2 : 1) combinaisons de colonnes pour aboutir à une matrice triangulaire.
2) dériver.

Ind. 4 : Considérer A+ iIn.

Ind. 9 : Matrice non inversible...

Ind. 10 : f : t 7→ det(A + tJ) est fonction affine de t. Considérer f(t)f(−t).

Ind. 13 : Dans la base lexicographique verticale (on numérote les matrices colonne par
colonne : E11, E21, E31, . . . ), la matrice de Φ est...

Ind. 15 : Poser Lj =
n−1∑
i=0

bi,jX
i., Q = (bi−1,j)i,j et regarder QP.

Ind. 16 : 3) Pour A = B =

(
0 1
1 0

)
, montrer que D(A) = −1.
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