PC - ENCPB

Déterminant

Exercices d'entrainement

DETERMINANTS

Soit M € My, 11 (K) antisymétrique, calculer son déterminant.

Calculer les déterminants suivants

11 1 1 a 1 0
bi a1 a1 ai 2 /9
by by s a” /2! a
D |by by b as 2) 1a?/31 a?/2!
Do ' : Sl
bi bo bn—1  Gn-1 a”/n! a?/2! a

MINES 2008

n

Soit (e1,e9,...,€,) une base d’'un espace vectoriel E. On pose a = Zaiei. Déterminer
i=1
det(e; +b1a,ea+baa,. .., e, +bya) ol det désigne le déterminant dans la base (eq,. ..

MINES 2013
Soit A € M,,(R). Montrer que det(A% +1,,) > 0.

Soit (A, B) € 9, (K)2 etm[ﬁ Al e o, )

Monter que M est inversible si et seulement si A et B — A sont inversibles.

X 2016 RMS

Soient (A,B) € M,,(C) et M = (I" —A

B I,

Condition d’alignement de trois points dans le plan
Soient M, M’ et M” trois points du plan d’affixes respectives z, 2’ et 2”.

1 1
1) Montrer que M, M’ et M” sont alignés si et seulement si A = |z i’
z 2z

>. Montrer det(M) = det(I,, + AB).

"
z

Z//

,€n).

=0.

2) Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que z, 2% et 2* soient alignés.

1/3

Soient A,B,C € M, (K) et D € GL,,(K) telles que CD = DC.

Montrer que : det (é ]E;) = det(AD — BC).

INDICATION : on pourra calculer le produit par blocs : (é B) : (_DC Dql) .

MINES 2011
Soient (p,n) € (N*)? avec p # n, A € M, ,(R) et B € M, ,(R). Calculer det(AB) x
det(BA).

MINES 2013

Soient A € M, (R), J la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux & 1.
Montrer, pour t € R det(A + ¢J) det(A — ¢J) < det(A?).

Ex 11] 4

Soit n € N*. Soit (ay, @, ..., a,) une famille de scalaires. Calculer le déterminant de la
matrice A = (cos((i — l)aj))ij en le mettant sous la forme d’un déterminant de Vander-
monde.

[Ex 12| s

Soit » € N, n > 2. On pose w = e et on rappelle que I’ensemble des z € C tels que
2" = 1 est 'ensemble % :={w" ; k € [0,n — 1]}. On considére alors la matrice ,, = (a;)
définie par

2imw/n

Q¢ = @k-DE=1) pour k., £ =1,...,n.

1) Soit m € Z. Calculer s, = Zwm(”_l). On séparera les cas m € nZ et m ¢ nZ.
p=1

2) Calculer det(Q, - Q,), en déduire |det ,,|.

3) Calculer det(Q2).

4) En utilisant le déterminant de Vandermonde, montrer que

I1

0<k<t<n—1

det Q,, = (W' —wh).

< D2n+1
5) Calculer Z (k + ¢). (On rappelle que ZPQ _ n(n + )6( n+ ))
0<k<t<n—1 p—=1
6) Déduire de ceci la valeur de det £2,,.
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Exercices d apprOfondlssement Montrer que deux matrices de M, (R) semblables dans 9, (C) le sont dans 9, (R).

X 2014

Soient A € M, (R) et ® : M € M, (R) — AM € M, (R). Calculer det ®. ®

X 2013 1) Soient n € N* et C € M, (R).

Sin € N*, on note &, 'ensemble des matrices de M, (R) dont tous les coefficients sont Montrer que si VX € M, (R), det(C + X) = det(X), alors C = 0.

dans {—1,1}. INDICATION on pourra utiliser qu’il existe des matrices inversibles P et Q telles que
1) Déterminer le cardinal de &,. C = PJ,Q, avec J, = (Ior 8)

2) Si A € &,, montrer que det A est un multiple de 2"

3) Donner les valeurs de det A lorsque A décrit &, pour n = 2,3, 4. 2) Soient A et B appartenant & M, (R) telles que

VX € M, (R), det(A +X) = det(B + X).

“
Inversion de la matrice de Vandermonde. Soit P la matrice de Vandermonde P = Montrer que A = B.
(al)i=1,....n;j=0,..n—1 avec les (a;) distincts. En la considérant comme une matrice de pas-
< s . ; X—a "
sage, exprimer P! & l'aide des coefficients de X' dans L; = H - . -

—a; Soit m un entier supérieur ou égal a 2.

1<isniizt;
S Montrer que tout hyperplan de 9, (C) contient au moins une matrice inversible.

X 2009 )
Soit D : My(R) — R telle que : V(A,B) € M, (R)?, D(A x B) = D(A) x D(B). On suppose ®

0 1 Matrice a diagonale dominante
que:D(( )) # D(Iz).

1 0 1) Soit A = (aij)1§i7]<n S mn(C) telle que
1) Montrer que D(0) = 0. n
2) Si A est nilpotente, montrer que D(A) = 0. Vie[l,n], |ax| > Z |aij| (1)
3) Soient A € My(R) et B la matrice obtenue en permutant les lignes de A. Montrer j;gi
que D(B) = —D(A).
4) Montrer que A est inversible si et seulement si D(A) # 0. Montrer que A est inversible.

INDICATION : En supposant A non inversible, on pourra introduire un vecteur non

1 X eM,1(C) tel AX =0.
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1, h 1(C) tel que

(x1,-+ ,2n) €E", ue Z(E), et B une base de E. 2) Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(R) telle que

Mont det y T -1 ) 7"'7n:t det y " ydbn ). .o . -
onrer ane I; e (xl e U(xk) T ! ) r(U) or (xl ! ) V(’L,]) € [[1,71]]27 Q5 Z 0 et Vie [[1,71]]7 ai; > Zaij'

APPLICATION (5/2) : On suppose que @1, ..., ¢, : I = R™ sont solutions de X’ = AX ot sz

AeMm,(R).

Déterminer une équation différentielle vérifié par ’application (dite wronskien) Montrer que det(A) > 0.

Wil Rt detoan(@1(2), ooy on (D). INDICATION : On pourra considérer P(z) = det(A + «1,,).
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[Ex 22|

Soit k € [1,n — 1], soient (z1,x2,...,2Zn) et (y1,¥2,...,yn) deux familles de réels. On
pose M;; = (z; + yj)k. Ecrire la matrice M = (M,;);; sous la forme d’une produit de deux
matrices et calculer son déterminant.

LES INDICATIONS

Ind. 2 : 1) combinaisons de colonnes pour aboutir & une matrice triangulaire.
2) dériver.

Ind. 4 : Considérer A + il,,.
Ind. 9 : Matrice non inversible...
Ind. 10 : f: ¢t~ det(A + tJ) est fonction affine de ¢. Considérer f(t)f(—t).

Ind. 13 : Dans la base lexicographique verticale (on numérote les matrices colonne par

colonne : Eq11, Eo1, E31, ...), la matrice de ® est...
n—1

Ind. 15 : Poser L; = Zbi,le., Q= (bifl,j)ij et regarder QP.
i=0

Ind. 16 : 3) PourA:B:<1 0

0 1), montrer que D(A) = —1.
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