PC - ENCPB Matrices Corrigé

MATRICES

CENTRALE 2009 On suppose n > 3 et p > 3. Déterminer le rang de la matrice A de 9, ,(R) de terme
général m, ; = (i +j — 1)
INDICATION réindexer par exemple les lignes de 0 a n — 1.

Sol. 1) : On réindexe les lignes (par exemple) de 0 a n — 1.
On a ainsi A = ((Z —|—j2)ogign—1
1<j<p
On écrit la matrice sous la forme A = B'C, ou B et C ont trois colonnes
car (i + j)? = 4%+ j% + 2ij donc

0 10 1 12 2x1
12 1 1 1 22 2x2
B=1 921 9

etC=11 32 9x3

Cest-a-dire B=(* 1 i )etC=(1 5> 2j).
Attention on ne peut pas mettre du 7 dans la matrice B!
On a rg(B) < 3 et rg(C) < 3 donc rg (B'C) < 3,

1 4 9
Comme n >3 et p> 3, rg(A) >rg ( 4 9 16 > = 3 (car les trois premieres colonnes de A sont libres).
9 16 25

Ainsi, |rg(A) =3

X 2015 Soient A et B € M, (K) telles que AB = A + B. Montrer que AB = BA.

Sol. 2) :
I[,=I,—A—B+AB= (I, A)IL, - B)

Donc
I,=(1,-B)(I,—-A)=1,—-—A—-B—-BA

D’ou le résultat.

X 2013 Soient A, B € 9, (C). Est-ce qu’en général AB et BA sont semblables ? Et si B est inversible ?

Sol. 3):a)SiA:<8 é) etB:<8 ?),alorsAB:(g é) et BA =0.

b) Si B est inversible, AB = B"'BAB.

X 2013 Trouver les matrices A € M, (R) qui vérifient pour tout M € M, (R)

tr(AM) = %tr(A) tr(M).

Sol. 4) : La matrice AE;; contient a la colonne j une copie de la colonne A; de A, et des zéros ailleurs.
Sa trace est donc aj;. Notre systeme d’équations équivaut donc a pour tout (,7) € [1, n)?,

0siisj
aji: 1

—tr(A) sinon
n
On voit que A est une homothétie.
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X 2015 Soit X € R" non nul. Déterminer la dimension de {M € 9, (R), MX = 0}.
Sol. 5) : On prend X et on compléte en une base. Donc dim = n® —n
0 * * %

EE 3

car PT'MP = (avec P indépendant de M).

Do
0 =*

X 2015
1) Soient A et B dans 9, ,(C). Montrer que [rg A —rgB| <1g(A+B) <rgA +rgB.
2) Soient Vi, ...,V dans M, 1(C) tels que Vi *Vy + -+ + Vi Vi = 1,. Montrer que k > n.

Sol. 6) :
1) Im(A + B) € Im(A) + Im(B), et dim(E' + E”) < dimE’' + dim E”.

Donc rg(A + B) < rg A + rg B. Ensuite, pour montrer que rg(A) — rg(B) < rg(A + B), on écrit que
A=A+B-B.

2) Par récurrence rg (Z Ak> < ng Ag. Orrg (Vk th) =1.

k=1 k=1

X 2013 Soit M € 9M,,(R). Caractériser les B € M, (R) telles que MBM = M.
On admet qu'une matrice M peut s’écrire sous la forme M = PJ,.Q, r = rg M.

Sol. 7) : M =PJ.Q.
MBM = M s’écrit PJ,QBPJ,Q = PJ,Q
donc J,QBPJ, = J.

——

=B
Alors on écrit par blocs J,B'J, = J,.

B':(g g).llvientJrB'JT:((Oj 8)

Donc B convient ssi C = I,.. On a alors B = Q™" ( I}: I ) Pt
Réf. RMS X PC 2013 exo 45

X 2015 Soient A, B dans M, (R) et &5 5 : M € M,(R) — AMB. Calculer la trace de @4 5.

Sol. 8) : L’idée principale est de se ramener le plus possible aux matrices de la base canonique ou les
calculs se ramenent a gérer des symboles de Kronecker.
e Rappel. Soit u € Z(E) et M = mat(u, (€)ici,n]) = (Mij),j)e[1,n]2-

On a u(e;) = meei. On sait que |tru = Zm” = (u(e;))i |
i=1

i=1

Adaptons la situation : E = 9,,(R), et la base de travail est doublement indexée (E; ;) (base canonique).

Donc siu € Z(E) = 2 (M, (R)). Alors |tru = Z (w(Eij))ij -
(i.5)€[Ln]?

e Application calculons la trace de ®g, g, € £ (M,(R))
On a

tr ((DEij,Eke) = Z |:®Eij»Ek£ (Eab)}a,b

a,b
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Or @, ; 5, ,(Eap) = Ei jEqpEre = 5}15121*31'@ (rappel E,,E.q = ;Eq.q),
donc [®g,, ,,(Eap)],, = [5?52&4@13 = 5;”5,2 x 0205 (donc souvent 0).
Ainsi [Br, 5, (Fas)],, = { Isia=izjetb=l=k 4

tr (@Eij,EM) = Z [5}15,€Ei€] s = 5;’,5]4;

a,b

On peut remarquer que 5§5£ = tr(E; ;) tr(Ey), mais a ce stade ce n’est pas forcément évident.
e Conséquence on peut calculer tr(®y p).
La trace est linéaire. Il suffit donc de calculer la trace de ®@g, g, ,-

En effet, puisque A = Zaz’,jEz‘J et B= Zbk,gEW, par « bilinéarité »,
i K,

tr(®ap) = Z ;b tr (q)Eij,Eu>

Z'7j7k7e

Et avec le calcul précédent, on obtient tr(®s p) = Z a,-jbkgéj-é,‘;.
ij kb

On remarque pour finir que Z aijbkg5§5£ = Zai,ibhk = <Za”> (Zbk’“) =trA - trB, donc
i=1

i,5,k.0 ik k=1

tr(®Pap) =trA-trB

X 2009 Soient (n,p) € N* avec 1 < p < n, A € GL,(K), B € M,,, ,(K), D € M, ,(K) et

(3 3)

Montrer que rg(M) = p + rg(D).

Sol. 9) : On résout 1’équation matricielle M <§) = (8), en écrivant par blocs les coordonnées d’un

vecteur du noyau.

X =—A"'BY et DY = 0.

Donc dim(Ker M) = dim(Ker D) d’ott rgM =n — dim(KerD) =n — (n —p —1gD) =
Réf. RMS PC 2009, exo 41

X 2014

1 2 n
Déterminer l'inverse de

: .. 2

0o --- 0 1

Sol. 10) : Soit N la matrice ayant des 1 juste au-dessus de la diagonale et des 0 ailleurs. Alors M =
I, + 2N + 3N? + ... 4+ nN™"1. On dérive la relation

1 Xn—l—l

= T4+ X+ X34 X
o P XX
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Cela donne "
1 nX" Xn
= 142X 4+ 3X2% 4+ nX" L.
IoXP ~T-X Taoxp TIH X+ 4n

On multiplie le tout par (1 — X)?. Cela entraine que

(142X +3X? +nX" (1 - X)* =1 + X"R(X),

ol R est un polynome, peu importe lequel.

On applique cela a N. Donc I'inverse cherché est (I, — N)? =1, — 2N + N2,
Réf. RMS10 X exo 45

Réf. RMS PC 2014, X exo 42

X 2010 Soient (n,p,q) € (N*)?, P € M, ,(K) et Q € M, ,(K).

1) On suppose que les colonnes de Q engendrent KP. Montrer que rg(PQ) = rg(P).
2) On suppose que les lignes de P engendrent 9, ,(K). Montrer que rg(PQ) = rg(Q).

Sol. 11) :
1) Posons mat(f,can.) = P et mat(g, can.) = Q.
les colonnes de Q engendrent K < ¢ est surjective,.
Dans ce cas, rg(f o g) = rg(f).
2) 'P est surjective donc rg (tQ tP) =rg (tQ) .
Orrg ('Q) =rg(Q) et rg ('Q 'P) =15 ("(PQ)) = rg(PQ).
Réf. RMS10 X exo 48

Mings 2004 Soient A et B € 9, (R) telles que rg A = 1gB = 1 et A? et B? commutent.
Montrer que A* =0 ou B =0 ou A et B commutent.

Sol. 12) : En écrivant que A = X 'Y, on a A? = X 'YX 'Y =tr A - A.
Ainsi, si tr A # 0 et trB # 0, A et B commutent.
sinon A% =0 ou B = 0.

CENTRALE 2004 Soit H un hyperplan de 9t,(R), n > 2.

1) Soit Ho C M, (R) Pensemble des matrices de trace nulle. Quelle est sa dimension ?

2) Montrer qu’il existe une matrice B € M, (R) telle que :
VM e M, (R), M € H < tr(MB) = 0.

3) On suppose que rg B =r. On pose J, = (Ié" 8)

Montrer que, pour toute matrice M € 9, (R), il existe M’ € M, (R) telle que rg M’
tr(M'B) = tr(M7J,.).

Corrigé

=1gM et

4) En déduire que pour tout hyperplan H de 9, (R) et tout p < n il existe une matrice de rang p dans

Sol. 13) :
1) n*—1.
2) classique. { ﬁﬁ%(k) : ﬁgt&(&’tgg est un isomorphisme.

4/6

M. Rezzouk



PC - ENCPB Matrices Corrigé

3) On écrit qu’il existe P et @ inversibles telles que PJ,Q = B.
D’ou tr(M'B) = tr(M'Q'J,'P) = tr(*PM'Q 'J, ) et rg(M’) = rg M.
(M'B) = tr(M'Q"J,"P) = tr(PM'Q "J, ) et rg(M’) =1g

=M =],
4) On cherche M’ telle que tr(M’ *J,) = 0 et rg(M’) = p.
01
0 1
. 0
11 suffit de prendre M’ = 0' lorsque p < n — 1.
1» 0
’ 0 0
0 1
0 1
Dans le cas ol p = n, on peut prendre, M’ = 0
1 0
0 In—r

X 2014 Soit f : 9, (R) — R non constante telle que : V(A,B) € M, (R)?, f(AB) = f(A) f(B).

Montrer que f(A) = 0 si et seulement si A est non inversible.

Sol. 14) : Il existe P et Q inversibles telles que PAQ = J, avec r = rg(A).

Si A n’est pas inversible, puisque J. =0 on a (f(A))" =0 donc f(A) = 0.

Enfin, f(I)> = f(I) donc f(I) = 0 ou 1.

Supposons que f(I) = 0 alors pour tout M, f(M) = f(MI) =0, or f est non nulle!
Ainsi, f(I) =1 et donc f(A)f(A™') =1 pour A inversible, donc f(A) # 0.

Réf. RMS PC 2014, X exo 49

X 2014 Soient A et B dans 915(R). On suppose que ABAB = 0. Montrer que BABA = 0.

Sol. 15) : On multiplie la relation donnée & gauche par B et & droite par A. Alors BABABA = (BA)? = 0.
Dans 9, (R), cela entraine que (BA)? = 0. Réf. RMS PC 2014, X exo 46

Mines 2014 Soient A et B dans 9,,(C). Trouver les M € 9, (C) telles que M + (tr M)A = B.

Sol. 16) : On a tr M(1 +trA) = trB.

tr B
trA#4 —1. AloosM=B— —
otrA 7 ors 1+trA
o trA =—1.

CN trB =0 sinon @
Si, de plus, tr B = 0, on vérifie que S = B+R - A.

A, réciproquement, c’est bien solution.

X 2012 Soit A = (a;j)o<ij<n € Mpt1(R) ot a;; = (Z) sii <7, a;; =0 sinon. Calculer AL

Sol. 17) : L’application de R,[X] dans lui-méme P(X) — P(X + 1) admet pour application réciproque
I'application Q(X) — Q(X —1).
Réf. RMS12 X exo 47
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# Inversion de la matrice de Vandermonde. Soit P la matrice de Vandermonde P =
(al)iz1,. nij=0,.n—1 avec les (a;) distincts. En la considérant comme une matrice de passage, exprimer

. X — a;
P~! 4 laide des coefficients de X* dans L; = H a .

s, a4y —
1<i<n;i#y

Sol. 18) : On pose ¢ : { [K”_E[X] : (P(ar), IK P(an)) et on a V = mat(y, cang,_,[x], cang»).

Donc V™! = mat (go_l, canyn, canknﬂ[x]) .
C; (V') <> L; = ¢ '(e;) défini par L;(a;) = &/ d’ou le résultat directement.
Solution de l’écgit X 2004 PC :
Notons Lj = waXZ
i=0

Posons Q = (bi-1,7); -
On a pour k € [0,n — 1]

Xk = zn:aij(X) = afb; X' = Zn: (Xn:bi,jcﬁ) X'
j=1 i,j 1 \j=1

N————
=i

donc pour i € [1,n] et k € [0,n — 1], (QP),, = 5. cest-a-dire QP = L,,. Donc P~!' = Q = (b;_1 )

(]
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