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Séries numériques

Corrigé - Exercices d'entrainement

[Ex 1]

SERIES NUMERIQUES

Exercices d’application

d’Alembert ou pas d’Alembert ?

Etudier la nature des séries suivantes:

() )

(3 (i) -n(1+3))

Z sin
nen~ neN* nens
9—In(lnn)) / dt —n
7; n%l\l:* 1+t nENe
n" (Inn)” N+21+ . +nl
—_— (%)Y ————,a>0 (®)y ——
7§*2x4x-~-x2n g(anrl)a n%:l (n+p)!
(b)z cos 1 " (&)Z cos 1 . (b)Z;
et n et Inn —nlnnln (Inn)’

. 1 1
sin (| — ~ — converge

n—-+oo n,
(Sin(

rang)

~

1 PN . .
— converge (termes positifs & partir d'une certain
n—+oo 2n

) —In(1+ i))

3=

Inl
9~ ) sy = exp(lnn [1 —In2 Ill nn

/mfflidt L/ Vidt =

1
— donc diverge
n

}) — +o0 donc >
nn

— — donc converge
3 ns

(14 (n+ 1)
=)"(n
qu = 2& 1) — 3 > 1 donc diverge
(Inn)™ 2 s .
———— =exp [n(lnn — Ina) — In(n* 4+ 1)] = +oco grossiérement divergent
(n®+1)a
0 ¢ ., 11 exist R tir d 1 (lnn)” on )
n peut aussi écrire qu'il existe un rang & partir duque > e
P E sap E (n?*+1a"™ ~ (n*+1)

que cette derniere expression est le terme général d’une série divergente.

1/11

1
n—)O—&-oo ’I’L2

na—?

+ ! t In(1 4 u) ! +
_ n -
n—>0+oo nQ © v 2n2

~

, sl a < 2 alors u,, — 1
n—-+4oo

donc Inu, =1In ([cos(i)] ) =n%In(1+ u)
1
Ve

grossiére divergence, si & > 2, n’u,, — 0 convergence, si a = 2, u, —
grossiére divergence

4+20+ .. !
. Lﬂ On montre que 1! 4+ 2! + ... + n!

n! donc
(n+p)!

~J
n—-+o0o

U420+ ... +n! 1 1
(n+p)! n—too (n+1)---

(n+p) n—too

La série converge si et seulement si p > 2.

e ] o o, = v (s (1))

verge car n’u, — 0.

1

nlnnlnlnn
verge.

o Up

~

n—-4oo 2 (ln n)

dit

Tt oy 00 nn)) qui di

n
. On compare avec l'intégrale /

Montrer I’existence et calculer pour tout = € R :

+oo

D

n=0

(—1)" cos (nx)
2n '

Sol. 2): On calcule (somme d’une série géométrique de raison de module strictement plus
petit quel ) :

+o00 n —1
1)" eine 1 2 4+ 2e7®
Z (1) e™ ) = Z (—) = — = __ 2tee , d’ott en prenant la
=0 1+  2+4+e®  5S+4dcosz
partie reelle des deux membres :
+Z°O (=1)"cos(nz) 4+ 2cosx
~ 2" ~ 5+4dcosz
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On se donne une série a termes positifs E a, convergente.

nenN
, . Van
Déterminer la nature de E Vanaay, ; g ai ; E ~—.
n
neN neEN nEN*

Sol. 3): \/anaz, <

ai < a,, a partir d’un certain rang car a,, — 0 donc <
VG, < 1

no2

(an + asy,) donc convergence

1 donc convergence

1
<an + 2) donc convergence
n

Soit (an),,c une suite a valeurs dans Ry , et up > 0 . On définit la suite (u,)
par :

neN

a
Vn € N,y = up + —

n

Montrer 1’équivalence : (u,,) converge < (Z an> converge.

Sol. 4): Supposons que la suite (u,) converge, alors il s’agit d’une suite bornée :

il existe M € Ry tel que Vn € N,0 < w,, < M (il est immédiat que (u,) est une suite
croissante a termes positifs), on a donc pour tout n € N :

0 < ap <M (upy1 — uy) done a, = n—>O+oo (Upt1 — Up)

or (Up41 — Up) est le terme général d'une série & termes positifs convergente,donc la série

E (ln) converge.

Supposons que la série ( g an) converge, comme (u,) est une suite croissante & termes
positifs, on a Vn € N, u,, > uo,

a .
et donc 0 < Upi1 —Up = — < — , Aol Upp1 — U, = O

(an)
Unp, Ug n—-+oo
on en déduit avec le théoréme de comparaison des séries a termes positifs que (u,+1 — uy,)
est le terme général d’une série convergente, et donc que la suite (u,) converge.

Calculer les sommes, si elles existent des séries:
Y- ) g Y

n=2 neN 2 neN Pt + TL
INDICATION: ! _ |2 +
"nn+1)2n+1)  |n

1
E Arctan————
n?+n+1
neN

1 4
n+1 2n+1

2/11

1
= Arctan— — Arctan

INDICATION: on pourra démontrer que Arctan ———
24+ +1 T x+1

x> 0.

ZS" sin ( ) INDICATION: on pourra exprimer sin (36) comme polynéme en sin 6.
neN

+n+1
S

neN

pour

INDICATION: on pourra utiliser la base (1, X, X(X — 1)) de R2[X].

n+1 n

) — In( 1) donc converge vers

. E on on montre la convergence aisément puis:
neN

+o0 R |
T

Il vient S = 58 + 1 donc

solution n°2 : on dérive la série géométrique (somme partielle pour les 3/2)

= In(

1
Sol. 5): e In(l — —;)
n

+oo

+Zzn 3) ;<2+22n/>.

- n(n+1)(2n +1) 6 1 1 4
Rappel: Y k* = d -6~ -
* nappe ; 6 e+ D+ 1) PR s T
on somme, on utilise la constante d’Euler, il vient: | 6(3 — 41n2)
1 1
(avec Z T = Hopi1 — 5Hy — 1, Sy = 18H, + 6Hypy — 24Hop 11 + 18)
) pour 1: > 0, Arctana + Arctand 7
posons tana = a et tan § = b avec « et 3 dans | —g —[. On sait que tan(oz—!—ﬁ) i st
tan a + tan 8

1 —tanatan g

t tanb b
Donc a+ 8 = Arctana + Arctanb = Arctan tanaftanb + km = Arctan ath +
1 —tanatan g 1—ab

km

1
iciavec z > 1, a = Arctan( ) < % et § = Arctan 1 < % donc (0 Q)a+ 8 < g donc
k=0. ) ) )
d’ou Arctan— — Arctan—— = Arctanw Arctan
x r+1 1+1/(z(x+1))
N
1
donc Z Arctan————— = Arctanl + Arctanl — Arctan %
ore n"+n+1
) 1
e sin(30) = Im(e™?) = 3cos? fsinf — sin®f = 3sinf — 4sin®# donc sin®h = 1(3 sinf —
sin(30))
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1 1

3" sin® (3%) = 1(3"+1 singin — 3" sin(3nx_1)) = Z(Un_i,_l — uy,) avec u, = 3" sin(3n—x_1),
n>1

al zy\ 1 1
Donc ;3” sin® (3—”) = Z(UNH —ug) — Z(?m — sin 3x)

2
9 - , . n +n+1 1 1 1

en“+n+l=nn—-1)+n+1dou - —(n_Q)!+(n_1)!+apourn>2

—+o0 2 —+oo +oo —+o0

n“+n+1 1 1 1

D LT 143 LN —— — =4 2e—1
Onc;} n! + +n§2(n—2)!+ ;(n—l)!—’_;n! tet2e—1)+

(e —2) ={4e]

# Etudier la nature des séries suivantes:

Z (M_l)a7a>0 Z((g)a—(Arctann)a>,(a7ﬁ0)

Inn
neN*
Z sin(m(2 + v/3)") (utiliser : (2 - \/§>n)
neN

Sol. 6):

[

«@
) converge ssi a > 1

a
Inn Inn n—-+00 (nlnn

. (M—1)a= In(n + =)

.((g)“_<mam>a):(g)“u—(%mann)a) ~_(5)"a(1— 2 Arctann)

T n—+oo \ 2 m
car 1 — z¢ ~ —a(z —1)

z—
d’ou

™

a—1 a—1 1 a—11
~ (W) (z — Arctann) ~ « (7) (Arctan—) ~ « (z) —
2 2 n’ n—-+oo 2 n

n—-+4oo ‘5 n——+o00

donc diverge.

. Z sin(m(2 4 v/3)") (utiliser : (2 - \/g)n 2

neN
kzn::()(:) gn—k [1 n (—1)’1 V3,

or si k est impair le terme correspondant est nul, et si k est pair, le terme correspon-
dant est un entier pair,

On a(2+\/§)n+ (2—\/§)n =

3/11

dot (2+v3)" +(2-v3)" =2N o Ne N . On en déduit -

un = sin [ (2+\/§)n} = sin [2Nr — 7 (2 - \/?T)n} = —sin[x (z—ﬁﬂ N
- (2—\/??)”,

puisque 2 — V3 < 1, or (2—\/5)

convergente, donc la série E U, converge.
neN

n
est le terme général d’une série géométrique

2n +1

Montrer que la série de terme général u,, = oy g
n(n

(-1

,n = 1, est convergente
puis calculer sa somme.

1
n+1

C_l)n—l 1
=2 + O —35 |-
n n——+oo n
D’apres le critere spécial des séries alternées, ou parce que ’on connait la série harmonique

. ) . . 1
alternée, la série E L converge, par ailleurs la série E 0] — | est absolu-
n n—-4o0o n
n>1 n>1
ment convergente donc la série converge.

CALCUL DE LA SOMME

1
INDICATION on pourra calculer — +
n

Sol. 7): On montre que

2n+1

(=1 n(n+1)

n=1 n=1
N 1 N+1 1
_ n—1 _1\n
D GV DI C Vi
n=1 n=2
al 1 1
:1 1“71 _l’n - _1 N+1
F2 (0 ) o DY
1
=1+ ()N
+(=1) N+1 No4co
“+oo
2n+1
Ainsi —1)nt =1.
b nzz:l( ) n(n+1)
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Séries de Bertrand

Etudier la série de terme général u,, = na(llnn)ﬁ (o, B € R) en comparant & une série de
Riemann lorsque e # 1 et & une intégrale lorsque o = 1.

APPLICATION : étudier les séries de terme généraux v,, = Fln' puis w,, = [

Sol. 8): La fonction définie sur [2, +oo| par f(z) = x(lnlsc)ﬁ , est une fonction
décroissante positive (inutile de dériver). On obtient facilement une primitive F de f :
F(z) = W sif#1 e F(z)=In(lnz) sif=1.

Donc on constate que F possede une limite finie en 400 si et seulement si § > 1, et le
critére de comparaison & une intégrale (évoqué en cours, qu’il faut savoir redémontrer)

montre que la série de terme général 1/(n(Inn)”) converge si et seulement si § > 1.

1 1 nit-@
a<1l| Sin>2, on écrit = — et lim n'~%/(Inn)? = +c0.
- ) n"‘(ln n)ﬂ n (111 n)B ) n—s—4oo /( ) +
11—«
n 1
Donc, pour n assez grand —— > 1, et ——— > — . La série diverge par compara-
(Inn)s ne(lnn)® = n

ison a la série harmonique.
Soit o tel que o > o > 1. Sin > 2, on écrit
1 1

n®(nn)? n® po—a’ (Inn)?
Mais lim na_o‘/(lnn)ﬁ = 4o00. Donc, pour n assez grand ———— < 1, et
n—-+o00 nd—« (hln)ﬁ
1 1

n®(Inn)”? S ne'’

La série converge par comparaison a une série de Riemann.

Remarque : ces résultats sont utilisés dans beaucoup d’exercices d’oraux. Il est conseillé
de savoir les redémontrer.

Application : En majorant chaque terme du produit n! =1 X 2 X --- X n par n,

on a, pour n > 1, I'inégalité n! < n", et donc Inn! < nlnn.
Finalement v, > ———. Comme la série de terme général 1/(nlnn) est une série de

nn
Bertrand divergente (o« = 8 = 1), il en résulte que la série de terme général v,, diverge.
La suite ((Inn)?/n) converge vers 0. Comme on a l’équivalent e* — 1 ~, U ona donc
uU—r
(Inn)?

n—-+oo n
—2), il en résulte que la série de terme général w,, diverge.

w, = e n)?*/n_1q . On obtient une série de Bertrand divergente (« = 1,8 =

4/11

Un théoréme sur les suites récurrentes: le théoréme du point fixe
Soit k € [0,1[ et f: C — C vérifiant

VY (x,y) € C? |f(z) — f(y)| < k|z —y| (application contractante)

1) Montrer que I'équation f(z) = x admet au plus une solution.

2) Soit (uy)nen définie par ug € K et upt1 = f(un).

Vérifier que |up11 — tn| < E™ Jur — uo

3) Montrer que (u,)nen converge (étudier la série Z (Unt1 — Up))
neN

4) Déterminer sa limite.

Sol. 9): pour le ¢): Z (Un41 — up) est absolument convergente donc convergente.

neN
Il y a bien slir convergence vers 1'unique point fixe.

X 2017 rus Soit (ay, ) une suite réelle. On suppose que a,, ~ aInn lorsque n — +00
avec a € RT™.

a) Montrer que la série de terme général e~ " converge si a > 1 et diverge si o < 1.

b) Peut-on conclure si « =1 7

Sol. 10):

a
1) Supposons a > 1. Soit o’ tel que 1 < @’ < a. On a pour n assez grand, 1—" >a’
nn

—a’Inn

_ 1 .
donc e™%" < e =— tg d’une série convergente.

n
Supposons a < 1. On fait de méme avec o’ €]a, 1.

_ o 1 .
an 5 e Inn — ¢ o d’une série divergente.
«

n

On a pour n assez grand, e

2) Cas douteux comme pour d’Alembert.

an

1
= — t.g. d’une série divergente.
n

1
= ——— t.g. d’une série convergente.
n(lnn)

an = Inn donne e~

Qn

a, =Inn+ 2Inlnn donne e~

M. Rezzouk
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Exercices d’entrainement

# Pour tout n € N*, on pose
1/n
Up = { /

1/ n? sinon.

si n est un carré

Convergence et somme de la série E Ugy -

n I.ﬁJ n 1 L\/HJ 1 400 1 +o00 1
Sol. 11): On écrit que Zuk = Z Z—Q Z ! o 22? — ZE
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
o0 7T2 7T4
P inf ti —9ox— _
our information, Zuk X5 90"

k=1

[Ex 12|
1) Montrer par récurrence que pour n > 1,
n k—1

> (1) -2t

1

2) A Tl'aide du produit de Cauchy, établir égalité

1 1
+oo n—1 +o0o 1+-+--+ -
(=)™ _ ( 2 n)

6.2_:1 n-n! _Z n! ’

n=1

Sol. 12):

1) On procéde comme demandé par récurrence.

Pour n =1, c’est évident.

5/11

Puis pour n > 1,

n+1 n+1 (_1)k—1 B (_1)n n
Z(k) K _mu+;

k=1

k=1 ) k=1
71 n n 71 k—1 1 4 1 n+1
_ (-1 + Z n\ (1) (-1)
n+1 — k k n+1
B n 1 N 1 _n+11
— k' n+1 k:lk
car
> () S = S
— I(n — — |
= k—1 k = Elln — (k—1))!
-1 & (n+1 k
= -1
i (e )
k=1
-1 n+1 n+1)
- -1 1 (-1
—(a-p (1)
B 1+( 1)n+1
- n+1
+oo (_1)n71
2) La série Z ~————— est absolument convergente.
~ n-n
Ecrivons

+o00 n— +o00 +oo n—
&Ejkjlgi: lﬂ§:t£Li
= - n! n! n-n!

n=0  n=1

prodmt de Cauchy (n — k)' k- k!

M. Rezzouk
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N1
Déterminer la nature de Z I avec j=e2m/3,

n

nEN*
INDICATION: regrouper par paquets de 3 termes...
Sol. 13): on regroupe par paquets de 3, sachant que le terme général tend vers 0.
1 j j* (6+3j)p+2 2+

— 4 = ~ 5~ donc
3p 3p+1 3p+2 3pBp+1)(3p+2) 9p
puis on passe de la suite extraite (Szpt2) & la suite (S,,)...

(abs) convergence

[Ex 14] s Pour n >

1) Préciser la nature des séries de termes généraux u,, et vy,.
n n
zgupet Tnzgvp.
p=1 p=1

2) Donner un équivalent de S, a linfini.

1, on pose u, = Ilnn/n et v, = (—=1)"uy,.

On pose S,

2
=In2-lnn+ (In2)

3) Montrer que Sa, — S,

4) Calculer Sy, 4+ Ta, pour n € N*.
+oo
5) En déduire Zvn.

n=1

Sol. 14): 1) Pour n > 2, on a wu, > 1r172 et la série de terme général u,, diverge par

comparaison a la série harmonique.

Soit f la fonction définie sur [1,+oo]par f(x) = Inx/x. Cette fonction est dérivable et,

siz>e ona f'(z) <0, donc f est décroissante sur [e, +oc]. La suite (Inn/n) décroit a

partir du rang 3 et converge vers 0. Il résulte du critere de Leibniz qu’elle converge.

2) Puisque la fonction f est décroissante et tend vers 0 & l'infini, la série de terme général
n

/ f(t) et la série de terme général f(n) sont de méme nature, donc divergentes. De
1

e
plus, d’apres le cours, on a

_ [ _ [(na)?
Sn—/l f(a:)dz+€+nﬁo+oo(l){ 5

nn2
1) ~ (Inn)

n—-+oo 2

+4+ o

n—-+o0o

[

6,/11

3) On a
[ (In2n)? (Inn)?
Son — Sy = (2 +€+nﬁgroo(1) - T-Ff—knﬁoﬂ)o(l)
In2
ln21n—|—(n) o (1)
n—-+oo
4) On a
2n n n n
n(2 1 In2
Son +Tan =Y (14 (- uk_QZu% 3 (p)zzﬂ+ In2
k=1 p=1 p p=1 p p=1 p
1
On obtient donc So,, + Ty, =S, +1n2 Z -
p 1
5) Si « est la constante d’Euler, on a Z —=Inn+~v+o(1), et donc
p=1
(In 2)?
Ton =8Sn —Son + (Inn+v)In2+o(1) = — 5 +vIn2+ o(1),
. . PO . (an)
et, puisque la suite (T),) converge, on en déduit lim T, = lim T, = +vIn2
n—-—4o0o n—-4o0o 2

% Soit (u,)n>1 une suite décroissante d’éléments de R™ de limite 0. Pour n > 1,
on pose v, = nu,2. Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes généraux
Uy, €t v, 7

Sol. 15): Testons tout d’abord avec des séries de Riemann. Si u, = 1/n%, on a v, =

1/ n?(@=1 | La série de terme général u,, converge si et seulement si a > 1, alors que la
série de terme général v, converge si et seulement si 2(a — 1) > 1, c’est-a-dire « > 3/2.
Les deux séries ne sont pas toujours de méme nature. Mais on constate que si la série de
terme général wu,, diverge, il en est de méme de la série de terme général v,,. En fait ce
résultat est général. En voici la démonstration.

Tout d’abord, comme la suite (u,) est décroissante, on peut minorer par u,z les termes
up, lorsque n? + 1 < p < (n + 1)? et 'on obtient

(n+1)? (n+1)?
Z Up < Up2 Z 1=02n4+ Duy,:,
p=n2+1 p=n2+1

M. Rezzouk
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Mais n? — 2n — 1 est positif dés que n > 3, donc, dans ces conditions on obtient I'inégalité

(n+1)? N (n+1)? N (N+1)?
2 2 s
E up < nupy2. Alors E g up | < E n“u,2, c’est-a-dire E Uy <
p=n2+1 n=3 \p=n2+1 n=3 n=10
N (N+1)?
2 . , . s . .
E n“uy,2 . Si la série de terme général u,, diverge, la suite E Uy, | admet +00 comme
n=3 n=10
N
limite. Il en résulte que la suite E n%u,> | admet également +o0o comme limite et donc
n=3

que la série de terme général (v,,) diverge.

% Etudier si la série de terme général u, = e(=1"/V™ — 1 converge.

Sol. 16): Puisque la suite ((—1)"/+/n) converge vers 0, on peut utiliser le développement

(?/1%71—&-2171—#0(:&) .

La série de terme général (—1)"/y/n converge d’apres le critere de Leibniz. D’autre part

limité au voisinage de 0 de la fonction  — e®. On a donc u, =

diverge par comparaison
n

a la série harmonique. Il en résulte que la série de terme général u,, diverge, et ceci bien
que u, ~ (=1)"/y/n.
n—r

—+00
On a donc 'exemple de deux séries dont les termes généraux sont équivalents mais qui ne
sont pas de méme nature.

1 1 1 - P 1
— 4o — ~ — et la série de terme général — +o | —
2n n—+4oco 2n 2n n

Ex 17|

On veut étudier la nature de la série de terme général u,, = In (1 +

(=D

na

),oﬁa>0.

1) Montrer que u,, ~ v, = (=1)"/n, et en déduire pour quelles valeurs de a la

n——+oo
série converge absolument.

2) En utilisant un développement limité a Pordre 2 en 0 de la fonction u — In(1 + u)
trouver un équivalent de u,, — v, et en déduire pour quelles valeurs de a la série
converge.

Sol. 17): 1) La suite ((—1)"/n®) converge vers 0. On peut donc utiliser le fait que, en 0,
(1) i

na ne

In(1 + u) ~, U et lon obtient w, ~

u— n——+00 ’ donc |Un| o

n—+oo N :

7/11

On trouve une série de Riemann qui converge si et seulement si a > 1. Donc la série de
terme général u,, converge absolument si et seulement si a > 1.

2) En utilisant le développement limité en 0 : In(1 4 u) = u — u?/2 4 o(u?), on obtient

(- 1 1 \ (—1)"

i T g2 +o0 2 ) - On a donc u,, = v, + w,, ou v, = ——

1 1
“n o\ g

puisque la suite (1/n%),>1 est décroissante et converge vers 0.

Uy = et w, =

La série de terme général v,, converge d’apres le critere de Leibniz,

. C’est donc une série

Pour la série de terme général w,, = u, —v,,ona w, ~ —
n—+oo  2n2e

de Riemann de signe constant qui converge si et seulement si 2a > 1, soit a > 1/2.

Donc, si 1/2 < a < 1, la série de terme général u,, est la somme de deux séries convergentes.
Elle converge donc. Par contre si 0 < a < 1/2, la série de terme général u,, est la somme
d’une série convergente et d’une série divergente. Elle diverge donc.

En résumé :

- si a > 1 la série converge absolument

-si 1/2 < a < 1 la série est semi-convergente

- 51 0 < a < 1/2 la série diverge.

n

11 (2 - 3”’“).

k=2

Mings 2011 Soit, pour n > 2 : u, =

1) Etudier la suite de terme général u,,.

2) Nature de la série de terme général u,, ?

Sol. 18):

1) On aln(u,) = Zln(g — 31/k)

k=2
Orln(2—3YF) = —Im@3)/k+ O (1/k?).
k— o0

Ainsi, avec le D.A. de la série harmonique, In (u,) =
une suite convergente.

—In(3)In(n) + sy, ol (Sp)p est

K
— avec K > 0.

Donc u,, ~ 3

n—+oo n

2) Zun converge.

Réf. RMS PC Mines 2011 exo 180
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[Ex 19]
1 2
5 (un+un )

MiNEs 2011 Soit (un)n>o0 la suite définie par wug €]0,1[ et Vn € N, upy1 =
1) Déterminer le comportement de u, quand n — +oo ?

2) Déterminer la nature de la série de terme général w,,.

3) Donner un équivalent de w,, quand n — +o00.

Sol. 19):

1
1) Soit f(z) = 3 (z +2?) . L'intervalle [0,1] est stable et f(z) < z donc le suite est

décroissante, bornée et converge le seul point fixe 0.

U 1
2) On a L 5 = done par d’Alembert, la série converge.
Uy n—Foo 2

3) In(upt1) = In(uy) + In(1 4+ u,) — In(2). Par comparaison, la série Zln(l + up)

converge, donc In(u,) = s, —nln(2), ou (s, ), est une suite convergente.

K
Ainsi, u ~ — avec K > 0.
P s teo 2T

Réf. RMS PC Mines 2011 exo 183

X 2014 Trouver un équivalent de u,, = 1! 4+ 2! +--- + nl.

Sol. 20): II suffit de majorer (grossiérement) w,_2 par (n — 1)(n — 2)!. Alors
nl<u, Kupot+—Dl+nl=mn-1)n-2)+n-1!+n!

:zm—1ﬂ+m=n(1+%)

L’équivalent est donc n!.
Réf. RMS PC 2014 X exo 83

Mings 2012 Soit f € €H(RT,RT*) telle que f’(x)/f(x) - ¢ € R. Déterminer la
T—+00

nature de la série de terme général f(n).

8/11

Sol. 21): e Supposons ¢ # 0.

(In(f)) (x) et ¢ donc In f(x) et -z

Si ¢ >0 alors f(n) :L 400 donc divergence grossiere.
Si £ < 0, fixons un £ €]¢,0].

—_

n f(z)
x
(n) < q"avecqg=ce

<V done f'(z) < el
e/

Il existe ¢ > 0 tel que pour x

Zo,

P
Il vient pour n assez grand, 0 <
e Examinons le cas £ = 0.
Tout peut se passer.

< 1 donc la série converge.

/
Par exemple, f(x) = ——, on a bien f(@) — 0 et la série diverge.
1 !/
r) = ———, on a bien =) — 0 et la série converge.

(z+1)° f(@) notoo
Solution ni2 pour ¢ < 0.

Par hypothése, pour tout € > 0, il existe un réel A > 0 tel que pour tout réel x > A,

d’ot, si n est un entier supérieur a A,

f—ag/nﬂ J;c/((j))dm<€+6:>€—5<1n(w> <Ul+e.
f(n+1)> fln+1)
f(n) f(n)

permet de conclure que la série de terme général f(n) converge.
Réf. RMS12 Mines exo 190

—  {donc e’ < 1etlaregle de d’Alembert

n—-+oo

_>
r——+0o0

CONCLUSION In <

X 2014

a
Soit (an)n>0 une suite décroissante de réels > 0. On suppose que n ( - 1) — L.
Ap+41

1) Montrer que si £ > 1 alors la série de terme général a,, converge.

2) Montrer que si £ < 1 alors la série de terme général a,, diverge.

n n 1 1 1
Sol. 22): Sin In 1 —{ = €, tend vers 0, ntl _ = 177+0(7).
Gpt1 an 1+4/n+en/n n n

A partir de 13, c’est vu en cours (Raabe-Duhamel)
Réf. RMS PC 2014 X exo 94
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Exercices d’approfondissement

“
1 1
1) Montrer que pour tout n € Nona:0<e— Egi'

k=0

2) Etudier la convergence de la série (Z un> de terme général u,, = sin (n!me)

ne

n +o0
1
Sol. 23): a) On sait que 0 < e — E i E o .Oron a
k=0 k=n+1

(n+2)! 1 1 1
DI i aeur Sl e ¥ ey S e ¥ Sy i s

E? 1
Vo kE(k+1)

i% (nt+2)! _ 1 47§§ (1 1 > 2 _2
k:n+3(n+3)! nt3 = E k+1 n+3 " n

(avec un effet dominos).
D’ou on déduit

O<e—zk'

ji: k' }Z

k=n-+1

1 1
+ 1+
n+1l (n+1)(n+2) ( kzn;i-S >

S T 1 AN 0 SR S B
= ol n+l (n+1)(n+2) n)| n'in+l (n+1)n| nn

b) On en déduit

ol 1 ol 1 1
BOTaSeS2Zg Tt o
k=0 k=0
n—1 n
(n=1! 1 | (n=1! 1 1
2t Soles) T 4o

9/11

et donc (n — 1)!

n—l
1 1
Le <) |
n
k=0

-4+ (n—-2)(n—1)+(n—1)+1 est un entier K,, de méme

parité que n , on en déduit :

e = s (0= ine) = s [K,m+ T 0 ()] = (s [0 ()]

n2

' o (L),

n

On en déduit avec le développement limité de sinus en 0

PUp—1 =

Cette série est donc la somme de deux séries convergentes : elle est convergente.

-n" 1

# Déterminer la nature de la série Z In (1 + ( a) + QQ) suivant les valeurs
n® n

de a > 0.

Sol. 24): On fait un développement asyptotique en utilisant

2 3 4
x x x 4
In(1+ ) 5+t 3 4+zgo(:c).
" (=1 11 1
On trouve apres calcul, u,, = ( na) (n33 + FpeTy + n%+0 ( a)
~ 1
n~>+oo8n4a

1
Le début converge par CSSA donc Zun converge ssi da > 1 < a > 1

n

. sin(lnn) L sin(ln )
# Mings 2011 Soient, pour n > 2, u, = ———= et v, = ——2dx
n n x

1) Montrer que les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.

2) Quelle est la nature de ces séries ?

M. Rezzouk
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Sol. 25): 1) Restons simples | Si z € [n,n + 1],
sin(ln(n))  sin(In(xz))  sin(In(n)) sin(ln(z)) = sin(ln(z)) sin(In(z))
n B x B n a n + n a x
=A+B.

Ensuite, 0 < In(z) — In(n) =1In (1 + I n) <
n

Comme | sin(u) — sin(v)| < |u —v|, A < 1/n?.
Pour l'autre terme, on majore la valeur absolue du sinus par 1, et c’est facile.
2) Changement de variable In(xz) = u. La somme partielle de la série des intégrales est,
apres le changement de variable indiqué, et & une constante additive pres, s,, = cos(Inn).
Il faut montrer que la suite (cos(ln n))n diverge.
Démonstration de (cos(In n))n diverge (par l’absurde).
démo n°1
Supposons que la suite converge vers £.
cos(In(2")) = cos(nln2) — L.

n—-+oo
Lemme (cos(nf)) converge (vers a) ssi 6 = 0 [x].
(car cos((n 4+ 1)0) + cos((n — 1)0) = 2cos(nh) cos(d) donc si a # 0, cosd = 1, gagné, si
a = 0 alors
cos((n+1)8) — cos((n —1)0) = —2sin(nb) sin(f) donc si sin b # 0, sinnd — 0 absurde car
cos?nf +sin?nf =1 — 0).
Donc In2 = 0 [n] or In2 €]0, 7], absurde.
démo n°2 pour réviser Tchebychev.
Supposons que la suite (cos(ln n))n converge vers £. Alors, pour tout k& € N*, cos(In(n*)) =
cos(klnn) = Tg(cos(lnn)) (ot Ty est le k-ieme polynéme de Tchebychev) converge aussi
vers £. Ainsi, pour tout k € N*, £ = T4 (¢). En particulier, ¢ = Ty(f) = 2¢* — 1. Mais aussi,
¢ = T3(¢) = 4¢3 — 3¢. Ces deux équations ont comme unique racine commune ¢ = 1. Par
ailleurs, cos(In(2n)) = cos(In2 + Inn) converge aussi vers £ = 1. Or

1
o

cos(In2 + Inn) = cos(In2) cos(lnn) — sin(In 2) sin(lnn),
qui tend vers 1, alors que cos(Inn) tend vers 1, et donc sin(Inn) tend vers 0. En passant

a la limite, cela entrainerait que In2 = 1, ce qui est faux.
Réf. RMS PC Mines 2011 exo 182

# Mings 2018 A. Bakkoury Déterminer la nature de
n k-1
(=1
2 —ex - .

n>1

10/11

Sol. 26)
1)k 1 n 1 o1 1 1— (_t)n 1 (—t)n
0] —t dt = —————dt=1In2— dt.
naz K ;A() tA 1+t " Alﬂ
-1 k—1 1 —t n
Donc Z 12 =In2—-R, avec R,, = /0 (1 —|—)t dt.

= O

n—-+oo

1 n 1
4
Remarquons que |R,| = / dt < / t"dt =
o 141 0

est décroissante.
Il vient

1
nt1 (n>etmm(mﬂxel

_1\k—1
1)> =exp(ln2—-R,) =2 x exp(—R,)

]
g
/
NE
o

_2<1—Rn+ O (RQ)
n—-4o0o

Donc

2 — ex - ﬂ — R + O (RQ)
P . k " n—-+oo n

— i+, 0 ()

1
Comme E (—1)" |R,,| vérifie le CSSA et E + (2) est absolument convergente.
n—> co\n

n>1
En conclusion, la série converge.

# Mies 2014 Soit (a,) € CN. On suppose que, pour toute suite (b,) € C telle
que la série de terme général \bn\Q soit convergente, la série de terme général a,b, est
convergente. Montrer que la série de terme général |an|2 est convergente.

Sol. 27): Supposons que Z la,|?* diverge. Nous allons construire une suite (b,,) de carré
n

(de module) sommable, mais telle que la série Zanbn diverge et méme, a partir d’un

certain rang, soit réelle positive tendant vers 4o0.

Premier cas. si (an)n ne tend pas vers 0, il existe ¢ > 0 et une sous-suite (a,(p)), telle que

Vp > 1, |aypy| = €, ol rappelons-le, la suite (¢(p)), est strictement croissante.

o0

Pour chaque p > , et si n n’est pas 'un des

©(p), bp = 0.

1, posons 0, = arg(a,(p)), Puis by(p) =

M. Rezzouk
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Alors 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S , & , & \ 7_§a_§7ﬁa_§xﬁ7_§xﬁaW7_§Xﬁa_§xﬁa'”7W’_§XW’_§X
Z|bn| :Z|bap(p)‘ :Zl/p < 0. 1
n=1 p=1 p=1 W’ T
Mais b bel > € inéral d’ fe s tifs di La somme vaut 0 mais quand on regarde ui, on voit
als by ()G (p) €St un réel = —, terme géneral d'une série a termes positits divergente. 1 11 1 1 1 11 1 11 1 1 1 1 1 1
5 p 9: : 17_77_7777_7X77_7X7777_7X77_7X77"'577_7X77_7X77'
Deuziéme cas. a, tend vers 0 quand n tend vers l'infini. 8 8’27 8727 8 2’3 873 8 3 n’ 8 n 8 n
Soit N un indice tel que, pour tout n > N, |a,|? < 1. qui d1v'erg(.a assez clalremfent (série harmonique). o
On construit une suite (¢(p)), est strictement croissante telle qu’en découpant la série Tentative 1rrllfructueuse, si on cherche dans cette direction
Z la,|? en tranches, la p-iéme allant de I'indice ¢(p — 1) + 1 & I'indice ¢(p), on ait pour 4, = (_11/)3 + 1/311 Non ! car la série diverge...
n n/°Inn
2N . (-1 3 31" 1 3
() Onau, = 5 3 = tout converge sauf ———, dommage...
tout p, 1 < Z lag|* < 2. n nlnn ~ n(lnn) n(lnn) nlnn
k=p(p—1)+1
__ ©(p) #(p)
ak : 2 TS —n?
Pour tout k£ dans cette tranche, on pose b, = —. On voit que Z |b|” < Z m Mmves 2014 Soit a € N~ {0, 1}. Montrer que la somme de la série Z a est
P k=p(p—1)+1 k=e(r-D+1 Hrrationnelle. (On pourra traiter le cas a = 10 puis le cas général.)

—, terme général d’une série convergente. Sol. 30): Un nombre rationnel a un développement décimal (ou autre) fini ou périodique.

»(p) »(p)

oY ak= Y
k=p(p—1)+1 k=¢(p—1)+1
gente.

Réf. RMS PC 2014 Mines exo 174

|ay|?

, terme général d’une série a termes positifs diver-

# X 2015 ruis Soit f : N — N injective. Nature de la série de terme général f(n)/n?
?

Sol. 28): Posons S,, = Zuk avec uy = f(Z)

k=0 "
1 & 1< 1
On a Sy, — S, rkzn;rlf 4—2:: >3 donc (S,,) ne converge pas.

# X 2015 rus Existe t-il (u,) € RN telle que la série de terme général u,, converge
et la série de terme général ui diverge ?

Sol. 29): Pas simple... Nécessairement la série n’est pas absolument convergente et ne
suit pas le critére spécial des séries alternées...
On peut prendre les termes:

11/11 M. Rezzouk
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