
Suites numériques

Exercices d’application
Ex 1 Que pensez-vous de l’énoncé suivant : si un ∼

n→+∞
vn alors eun ∼

n→+∞
evn ? Donner

un énoncé correct.

Ex 2 Donner un équivalent simple des suites :

un = ln

(
cos

(
1

n

))
; un = e1/n − esin(1/n) ; un = 3n − 2n

un =

(
1 +

2

n

)n

− e

(
1 +

1

n

)n

Exercices d’entraînement
Ex 3 Soit x ∈ R. Étudier la limite de la suite (un)n⩾1 de terme général

un =
⌊x⌋+ ⌊2x⌋+ · · ·+ ⌊nx⌋

n2
.

Ex 4 Étudier la monotonie, la convergence, la limite et donner un équivalent simple de

In =

∫ 1

0

xn
√
1 + xdx.

Indication pour l’equivalent : effectuer une intégration par partie sur (n+ 1)In.

Ex 5 Étudier la suite récurrente définie par

u0 > 0 et un+1 =
un

1 + u2
n

.

Ex 6 Pour a > 0, montrer que la suite définie par u0 > 0 et ∀n ⩾ 0, un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
converge vers

√
a. Montrer ensuite que la convergence est quadratique, c’est à dire qu’il

existe une constante M et un entier n0 tels que

∀n ⩾ n0, |un+1 −
√
a| ⩽ M|un −

√
a|2

Ex 7 b

1) Montrer que pour tout entier n ⩾ 3, l’équation xn − nx + 1 = 0 admet une racine
dans [0, 1] notée xn, et une autre dans [1,+∞[ notée yn.

2) Donner un équivalent de xn.
3) Déterminer la limite ℓ de la suite (yn)n ainsi qu’un équivalent de yn − ℓ.

Ex 8 X 2011 Déterminer la limite de la suite de terme général

un =

(
1 +

(−1)n

n

)1/ sin(π
√
1+n2)

.

Ex 9 X 2017 rms Soit x ∈ R. On suppose que cos(nx) → 1 quand n → +∞. Montrer que
x ∈ 2πZ.

Ex 10 X 2016 rms Soit (bn)n∈N∗ la suite définie par b1 = 2 et, pour tout n ⩾ 2, bn =
b⌊n

2 ⌋ + 1.
Trouver un équivalent de bn.

Exercices d’approfondissement
Ex 11 X 2015 rms Soit (un)n⩾0 la suite définie par u0 > 0 et, pour n ∈ N, un+1 = une

−un .
a) Déterminer un équivalent de un.
b) Déterminer la nature, suivant α > 0, de la série de terme général uα

n.

Ex 12 ENS 2017 rms Soit (un)n⩾0 définie par u0 ∈ R+∗ et, pour n ∈ N, un+1 =
un

2 + un
.

a) Déterminer la limite de (un).

b) Montrer que un = O
n→+∞

(
1

2n

)
.

c) Déterminer un équivalent de un.

Ex 13 X 2017 rms Soit (xn)n⩾0 définie par x0 ∈]− 1, 1[ et, pour n ∈ N, xn+1 =

√
1 + xn

2
.

a) Montrer que (xn) converge. On note ℓ sa limite.
b) Déterminer un équivalent de xn − ℓ.
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Ex 14 X 2013 Soit (xn)n⩾0 définie par : x0 ∈ R+ et ∀n ∈ N, xn+1 =
√

xn + n2. Déterminer
un équivalent de xn.

Ex 15 b ENS 2017 rms Limite et équivalent de la suite (un) définie par u0 ∈]0, π/2] et la
relation de récurrence un+1 =

1

3
sin(un) ?

Ex 16 b X 2016 rms Soit (xn)n∈N∗ une suite réelle telle que, pour tout n ∈ N∗, xn+1 =
n(xn − n).
Montrer que xn = O(n) si, et seulement si, x1 = 2e.

Ex 17 b ENS 2018 rms Soient a ∈ R+∗, µ ∈]1,+∞[ et (un) la suite définie par u0 = a et,
pour n ∈ N, un+1 = 2n(un)

µ. Déterminer la limite éventuelle de (un).

Ex 18 b X 2017 rms Soient (an)n⩾0 et (bn)n⩾0 deux suites réelles. On suppose que
an → α ∈ R et bn → β ∈ R. Déterminer la limite de la suite de terme général un =

1

n+ 1

n∑
k=0

akbn−k.

Ex 19 b X 2019 rms a) Soit, pour n ⩾ 2, Pn =

n∏
k=2

(
1 +

(−1)k

k

)
. Montrer que (Pn)

converge et déterminer sa limite.

b) On pose, pour n ∈ N∗, An =

n∏
k=1

(
1 +

1

2k

)
et Bn =

n∏
k=1

(
1− 1

2k + 1

)
. Soient p et q

dans N ∖ {0, 1}. Déterminer la limite de la suite (ApnBqn)n⩾1.

Ex 20 K X 2011 Soit (un)n⩾0 définie par : u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = 1 +
n

un
.

1) Quelles sont les limites possibles pour (un)n⩾0 ?
2) Montrer que la suite (un)n⩾0 est croissante.
3) Montrer que la suite (un −

√
n)n⩾0 tend vers 1/2.

Ex 21 b Mines 2013 Soient z1, . . . , zp des complexes distincts de module 1, a1, . . . , ap des
complexes. On pose, pour n ∈ N : un = a1z

n
1 + · · · + apz

n
p . On suppose que un → 0.

Montrer que (a1, . . . , ap) = (0, . . . , 0).

Ex 22 b X 2009 Soit (un)n⩾1 une suite de réels positifs telle que :
∀(p, q) ∈ (N∗)2, (up+q)

p+q ⩽ (up)
p
(uq)

q.

1) Montrer : ∀(p, k) ∈ (N∗)2, upk ⩽ uk.
2) Que dire de la suite s’il existe k ∈ N∗ tel que uk = 0 ?
3) Montrer que un → inf {uk, k ∈ N∗}.

Ex 23 K X 2009 Étudier la suite définie par : x0 = 20092009 et, pour n ∈ N, xn+1 est la
somme des chiffres de xn.

Les indications

Ind. 3 : Encadrer bêtement chaque partie entière.

Ind. 14 : Montrer que, si a = max(1, x1), alors ∀n ⩾ 1, xn ⩽ an.

Ind. 20 : Montrer que si un ⩾ un−1, alors un+2 ⩾ un+1 (vous avez bien lu !).
Pour cela notant fn(x) = 1+ n/x, on montrera que fn+1 ◦ fn ⩾ fn ◦ fn−1 et fn ◦ fn−1 est
croissante.
De fn(un) ⩾ un tirer que un est inférieur à la plus grande racine réelle d’un polynôme de
degré 2 assez simple.
En écrivant autrement que un ⩽ un+1, minorer de même un.

Ind. 21 : Considérer un−1zp − un.

Ind. 22 : C’est une relecture en passant au logarithme de l’exercice très classique
Soit (an)n⩾0 ∈ RN telle que ∀(n,m) ∈ N2, an+m ⩽ an + am.
Montrer que (an/n)n⩾1 converge vers ℓ ∈ R ou diverge vers −∞.
Montrer que sa limite est inf

{an
n
, n ∈ N∗

}
.

Ind. 23 : Elle est stationnaire !
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